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第 一 章 局 部 凸 空间 . 


第 一 节 拓扑 空间 简介 

$11 定义 - яна X kT- PTRK T, 满足 
UFER: 

ZRET, ХЄт; 

@ r 中 任意 多 个 集 的 并 集 属于 то 

© r 中 任意 两 个 集 的 交集 属于 Y， 
Шт X 的 一 个 拓扑 , (СОХ ,т) 称 为 拓扑 空间 。z 中 的 集合 称 为 
: 开 集 。 以 上 三 条 件 称 为 开 集 公理 。 

和 并 上 如 有 两 个 拓扑 riyr: 如 rcCr: 称 ri her: BOD, Ж), 
т, Шт. (К.Я). 

$1.2 ЖХ HIN A PTE К 称 为 闭 集 , 如 果 其 补 
集 X\ 下 是 开 集 。 由 开 集 公理 ， 得 出 以 下 三 性 质 ， 称 为 闭 集 公 


© o AX жай, 

@ 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ? 

任意 两 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 。 

$1.3 定义 ”拓扑 空间 六 中 任 一 子 集 4 的 闭 包 是 指 集合 
A= П(ВсХ:АсВ, RAA TRA 它 是 包含 4 的 最 小 
WR. 

И АСВ. Ac B. 

六 包 有 以 下 性 质 (@ 一 @ 称 为 闭 包公 理 )s за 
Ф Aci; 


@ = A 

@ AUB= 4U B; 

Ф =ó: и" . 

© 4 是 成 中 闭 集 当 且 仅 当 4= А, 

їп А= ХШ АЖ Х ТЩ АЕ X р, 

$14 定义 如 六 是 拓扑 空间 , ACX, A 的 内 部 是 指 集合 

Á =int A= U{BCX:BCA,B ERK). 

它 是 包含 在 А 中 的 最 大 开 集 。 

中 的 点 称 为 4 的 内 点 。 

Bip, X\A=XNa4， 

X\A=(X\A4)°。 

ш АСВ; А cÉ, 

内 部 有 以 下 性 质 ; 

@ AcA; 

@ Ау = А, 

® (АВ) = Ап, 

Ф X= x; 

© лалми Å = A, 

$1.5 定义 Wm X Edi], z€ X, X 的 子 集 U 称 为 
z 的 邻 域 ,如 果 存 在 开 集 G 满足 zcEGCL。 

z 点 的 邻 域 的 全 体 组 成 的 集 类 称 为 2 RBR R N o 

N -RFR B, KH з 的 邻 域 基 , 如 果 VUE Л, ЗУЄ, 
EVU, B, 中 元 素 称 为 基本 邻 域 。- 人 ,可 由 Z, 确定， 

N,= {UCK:IVEGB,, 使 VCU}。 

$1.6 定理 ХАНКЕ, VEX, 2, с рЫ 
基 ， 则 有 以 下 性 质 。 

@ mVe#,,ml zc V; 


„2 


© mV, VEB WEE V EB, AE УСУ, ПУ 

@ mVeZ,, ШЕЕ УЕ, 使 得 对 任意 的 VEV。， 存 在 
WeH, А Усу; 

(以 上 三 条 称 为 邻 域 基 公理 ) 

此 外 ,还 有 

@ G 是 六 中 开 集 当 且 仅 当 : Vz G, IVEZ, УСС, 

反之 ,在 集合 了 中, 如果 对 每 一 个 ZEX, 给 定 了 居 的 子 集 类 
罗 , 满 足 上 面 的 .@、@, 则 用 @ 定义 开 集 ， 这 样 定义 出 来 的 开 
RX r 满足 开 集 公理 ,使 (X,t) 成 为 拓扑 空间 ,而 按 此 拓扑 r， 对 
每 一 ZE 了 XX, 多 ,是 点 的 邻 域 基 。 
81.7 定理 设 六 是 拓扑 空间 ,YZE 六 ， 邻 域 基 2, 已 给 
定 , 则 Ы 

@ G i: X Э Vz€ G,3V c Z, УСС, 

ФЕЈ X СЭ VEF, IVEZ, Ë V n F= $. 

@єЛАе»уўЎє#,, АПУ=ф,„ 

@zc AIVE, УСА, 

$1.8 定义 如 (X,r) 是 拓扑 空间 而 АХ, Я та = 
{GN 4:GEr} 是 4 上 拓扑 , 称 为 关于 А 的 相对 拓扑 ， 或 称 为 
荆 在 4 上 导出 的 子 拓扑 ，(4,r4) fos (X, z) 的 子 拓扑 空间 。 

31.9 定义 设 天 了 是 两 个 拓扑 空间 ， 映 射 f*XhH 了 ， 
z€ X, f ЖЕ z 点 是 连续 的 ， 如 果 对 Sa ТЕУ 中 的 任意 邻 域 
УЕ сЕ ХЮ О, SUV, f 称 为 在 XX 上 是 连 
续 的 ,如 果 了 在 XX 的 每 一 点 上 是 连续 的 。 

§1.10 定理 SEX EER, 等 价 于 下 列 条 件 中 的 任何 一 
个 ， 1 

ФЖУФЕ- Ж G, SG EX PR. 

ОХУ Е-Е, S-F) # X hii, 

© 3 X WEFR A, А) СЈСА), 


$1.11 定义 如 映射 /:Xi->Y 是 一 一 的 , 映 满 , / S R 
连续 , 则 称 f ЖКХ p| Y БАЛИН, 简称 同 胚 ， 此 时 称 拓扑 空 
J X MY ЖШ, 

$112 定义 X, 了 是 两 个 拓扑 空间 ， X xY к RO 
积 集合 : 

ХхҮ= ((т,у) EX, YEY}, XXY HE— 402,0), 
Ф.т 点 的 邻 域 基 , 六 ,是 y 点 的 邻 域 基 , 令 

#u n= (UxV:Uc%,, VEY,}, 
Щу, у) ЄХХУ, 30, j X xY EB T Ж.Д ДЫЛЫ 1.6 的 
邻 域 基 公理 @,@,@, M Zun 作为 (2%,y) 点 的 邻 域 基 可 定义 
到 x 革 上 的 拓扑 ,此 拓扑 由 下 ,的 拓扑 唯一 确定 ， 与 人 YY 的 
ИЛЖ, М ХХ БЮ. ХЕ ХХ 成 为 拓扑 空 
间 , 称 为 六 与 Y 的 拓扑 乘积 空间 。 

34 X xY 取 乘 积 拓扑 ， 则 映射 (wyr 是 X x Y= X W 5: 
的 ,映射 (7,y)F>y 是 X x Yr=Y 连续 的 。 而 且 乘 积 拓 扑 是 使 以 上 
两 个 映射 连续 的 了 x 了 上 的 最 弱 的 拓扑 。 

$1,13 定义 设 信 是非 空 集合 , 在 厂 上 有 一 关系 志 满 足 : 

Ф XHE—r€T, ууз 

@ # r <r,, r,<r,, W r,<r;; 

@ 如 yi СГ, РЕЖ r, € T ë r,<r,, r,<rs 

ИЖ Г EEI ARSKA Г 上 的 定向 或 方向 。 

$114 ЖХ. EX 中 的 一 个 网 是 指 某 定向 集 六 到 开 中 的 
一 个 映射 F Tes x) RAFT WEER, Ri 通常 称 “ 网 
arrer RRR N (2,)”。 

81.15 定义 设 (zi)rer 是 拓扑 空间 关中 的 网 , z€ X, gI 
ЖА ж КЕЖИК U FE r. ЄГ ‚ЖЩ у>, BH z, EUV, 则 称 网 
(т,) 收敛 于 z, EE z,—z,s& lims, = z, 

$1.16 定理 HARRIEN ХТЖ, W] z € À 4 B (z 


. 4. 


当 存 在 某 一 4 中 的 网 (z,); 使 2 一 2。 
$1.17 定理 设 蕊 了 是 拓扑 空间 ， 映射 :Xi>Y， z€ 
X,WJ 在 z 连 续 的 充分 必要 条 件 是 
z, >r f (m, )—> f (z); 
$1.18 定义 拓扑 空间 著称 为 Hausdorff 空间 或 T, 空 
间 ， 如 果 对 X 中 任意 两 个 不 同 的 点 2,y， PEINER 


GiG z€ G,, v€ 6;, 


$1.19 定义 :拓扑 空间 区 称 为 正则 空间 ， ШЖ ХЕ 
ЖЕЖ A 和 任意 的 点 тё 4， 存 在 两 个 不 相交 的 开 集 G.G 使 


z€ G,, AcG,, 


对 拓扑 空间 六 ,以 下 三 者 是 等 价 的 ， 

O X REMH. 

@ MU # X HF, СО, ЕЗЖЕ VE EVI СР, 

@ ж X ЖА oi HB 30 R KERE, 

$1.20 定义 设 已 是 拓扑 空间 X МЕР, WA X KTR 
Ë= {Сей U, GDE, MIKER E WER, WRA С 


A, = 也 是 ERER, 则 称 A 是 :x TAR, MRAN A 
ФН С. 组 成 ， 则 称 A AFMR MRAN sy 由 有 限 多 个 
集合 组 成 , 则 称 A 为 有 限 覆盖 。 ” 

已 称 为 紧 集 ,如 果 E 的 任 一 开 黎 益 有 有 限 子 覆 盖 。 如 果 XA 
身 是 紧 集 , 则 称 为 紧 空 间 。 ERX HURR, Si FP EHA 
蕊 的 子 拓扑 空间 是 紧 化 间 。- 

Х,У RAHSA, /+ХЬҮ ES, m E E X PERM, 
ШЛЕ) Y 中 的 紧 集 。 

$1.21 定义 MPA X PFR EKA INER, MARE 
ФЕЯ), З 
i = аар Е Зя; KAF 

中 的 点 。 


$1.22 定义 ШХАБ Д, d E Xx XR (Э 
域 ) 中 的 映射 ;满足 :对 任意 的 攻 ,y， zex, 

Ф а(«,у):>0; 

© d(z,y)=0 当 且 仅 当 %=y; 

@ 4(2,у) = а(у,т); 

Ф d(z,z)<d(z,y) + 4Су,г) (三 角形 不 等 式 )， 
пах Х ER, (X,d) 称 为 距离 空间 。 

H ЄХ, +>0» Blt) = (z€ X:d (z, о 称 为 以 
а, 为 球 心 , r HERBAR. " 

万 (roy) = (z€ X:id(z,z a) <r} УИ э, 7 为 半 £ 
的 闭 球 。 

距离 空间 X HTE G 称 为 开 集 , 如 有 果 Vee Car= r,>0, 
x BCG, ЩЩ Т ФК АЛИДЕ ru 满足 开 集 公 

这 样 由 距离 4 定义 了 拓扑 ra。 如 果 СХ ут) КА р, d 是 
"Еши, Н та=ту ДАВЕ УИК т Ва, ШЖ Х E 的 
拓扑 r 与 某 一 距离 4 MMR СХ т) 可 距离 化 ,或 可 赋 距 。 

在 距离 空间 中 , 紧 集 与 自 列 紧 集 是 相同 的 。 

81.23 距离 司 的 完备 性 . 

按 拓扑 空间 中 收敛 网 的 定义 ， BASM, dype, ).єг Ш 
敛 和 于 z 的 充分 必要 条 件 是 ，Ve> 0, ЭГ, 27 时 有 
а(1,,2)<е, 

距离 空 s 间 中 的 结构 比 拓扑 空间 多 ， RA sika: hs -中 没有 
的 性 质 ( 在 拓扑 学 中 ， 距离 空间 是 一 种 一 Жн. 

距离 空间 (X,d) 中 网 (zr)rer 称 为 Cauchy 网 ， 如 果 Ve> 
0， аер, 使 得 当 Yi as 7,27 时 ， dX Xn )<e。 

距离 空间 (X,d) 称 为 完备 的 ， 如 果 其 中 的 ,Cauchy Юл 
- 敛 。 距 高 空间 为 完 和 钾 的 充分 必要 条 件 是 其 中 欧 &auchy PF 列 都 收 
ж 


5 。 


$1.24 定义 ”拓扑 空间 中 的 子 集 称 为 琉 集 ， 如 果 它 的 艺 包 
无 内 点 。 习 全 集合 如 果 能 厅 示 成 可 数 多 个 玻 集 的 并 ， 则 称 它 是 第 
一 绢 集 ,否则 称 为 第 二 绢 集 。; š 

Baire 纲 定理 жатан 集 。 


第 二 w тух 


521 线性 空间 中 的 一 些 记 号 和 术语 

ВЕ RRR, C 表示 复数 域 , Кж ЮС, ЕХ 
K 上 的 线性 空 但 。 如 ACX,BCX,z€EX FcK,icK,e>0, 
用 以 下 的 记号 ; к 

т+А={т+а:аєсА} 

2- А= {х-азасА} 

А+ В= {а+засА,ьЄВ} 
ЛА = {ахас А} 
-А=-1:А .: 

ЕА = (да: АЄЕ,асА} 
Fe= (4: AEF} 

K(e)= {АСК + |A| <ë) 
К(е) = {АСК з |A|] =e) 

ДХ 的 子 集 ,4 УН, Ш K ACA, 

设 А, BB 是 线性 空间 关中 的 非 空 子 集 , MRK e>0, 使 
K(e)BCA, WE A k В. 如 果 A Bbk т #, 即 如 
Va € X, 4e>0, ШЖ Kaya C A, лд. 

452 定义 aK ranah X HARET йт, WEL 
下 条 件 ， ” 

` O ШИЖ (ере ty B ХХ oye SE BN, ША 

aty 的 任意 邻 域 了 ， 存 在 ~ HBR V, Ay 的 RRV, EV + 


。 7 。 


V,cVy i 0: 
и Ө жя А, ж Ех ХХ 的 连续 映射 (其 中 外 
Eik R s C 的 拓扑 )， 即 对 4z 的 任 一 邻 域 V， 存在 4>0 和 的 
ЕИ 8 (04+ К(е))И СУ, 
则 称 此 拓扑 为 X КЫШ, (X ,r) 称 为 拓扑 线性 空间 。 

设 怀 是 拓扑 线性 空间 ， 对 应 于 每 一 固定 的 CE 王 ， 平 移 算 子 
T, : ХЫХ 由 表达 式 

Т.а) +а+т, z€ X 

定义 。 

对 每 一 固定 的 数 4, 数 乘 算 子 M, XX 由 表达 式 

M.,(z) = А7, z€ X 

定义 。 

$2.3 定理 设 忒 是 拓扑 线性 空间 ， VacX, YACEN 
10), Т.ж М, ХХ 上 的 同 胚 。 

由 此 ,向 量 拓扑 + 是 平移 不 变 的 , 即 G 是 开 集 当 且 仅 "ia+G 
是 开 集 。 因 此 完全 由 零点 的 邻 域 基 所 确定 。 零点 的 邻 域 基 简 你 
JABE., 

$2.4 定理 在 拓扑 线性 空间 关中 ，@ 0 点 的 任 一 邻 域 U 
包含 0 点 的 一 个 均衡 邻 域 V ,因而 可 由 均衡 邻 域 构成 局 部 基 。@) 如 
ACX, UH X WARE, 则 4= Q (A+U), @ % š ftJ IE 


PRU 包含 零点 的 一 个 闭 邻 域 WV， 因 而 可 由 闭 邻 域 构成 局 部 
基 , 从 而 拓扑 线性 空间 是 正则 的 。 

” [证 ] G 设 U 是 0 的 任 一 邻 域 ,0 0 = 0 ,因数 乘 是 连续 的 ， 
3e>9, 和 关中 0 的 邻 域 W, 合 (0+ K(e))WcU, 令 V = K(e)W 
= ШАЙ, УО У IA B Ус,” 


OMULO RRR U- U 也 是 0. 的 邻 域 ， 所 UUN(-U) 
шло, . 14 


а 
a 


U,={UN(-U): UEU} 
也 是 的 局 部 基 , B 
Na (A+U)= 0, (A+U), 
由 定理 1。 19,2 ЭМО EV (+N Аф» уй 
€%,,z*CA-U= AUEN, (A+U)= Q (4+U), 


所 以 4= n (A+U), 
L 


@ 设 U 是 0 的 任 一 邻 域 ,存在 0 的 邻 域 U, ЖО, +U, CU, 
ви 0,= п .+У)с0,+0,С0, 

JW = 0,,Д W 0 HERR, WCU, 所 以 有 闭 邻 域 

“构成 的 局 部 基 。 又 因 向 量 拓扑 是 平移 不 变 的 ,由 此 站 是 正则 的 。 

52.5 定理 #4 是 拓扑 线性 空间 X 的 局 部 基 ， 则 满足 下 
列 四 个 条 件 : 

@ 对 任意 的 U,VU,E%NY, 存 在 UE ， UCUNU: 

@ 对 任意 的 QE ,存在 了 E 多 ,使 得 +VcD 

© 对 任意 的 СС, Е V EU, иң KOV CU; 

图 多 中 每 个 Z 是 吸收 集 。 

[证 ] O 即 定理 1.6 中 的 邻 域 基 公理 O, 

© 由 加 法 的 连续 性 , 因 0+0=0。 

Ө 由 定理 2.4@ ,均衡 邻 域 构成 局 部 基 。 

© 由 0.2= 0 , 数 乘 是 连续 的 ,对 任 一 UEUN, 习 e>0 和 z 的 
BRW, tE (0+ 及 (ae))WCU, 而 EW, 所 以 有 (eyvcU, 因而 
U 是 吸收 集 。 

$2.6 定理 设 线性 空间 X 的 子 集 类 多 满足 定理 2.5 的 
WA ЖР, Ve e Х,® #,=z+% = {0+0 : UC%), Wi САЦ 
z€ X) 满足 定理 1.6 中 的 邻 域 基 公 理 @.@,.@， 因此 可 定义 
Х ЕЮ т,0 2, 作为 z 的 邻 域 基 ， 且 (X,ry 是 拓扑 线性 空 
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间 。 

[证 ] © m V e2,,m) ЭОС, У= 2+0, U 是 吸收 
芍 , 0 EL, 所 以 ET 。 

© mV, VEZ W IU UEU, i V,=z+U,, У, = 
+U, H $2.5 的 条 件 @， JUEU, #U,-U,nU,, Ф 
И,=ж+,, V,c 2,, УСУ, ПУ,, 

@ m Vez,, ш 3UC%, ë V=z+U, H $ 2.5 的 条 件 
©, ЭОС, Ur+U CU,NJV,=z+U EZB, VyCV,,W 
=y+U, EB, , H. ИсУ, +U, =@+U, +U, cr+U=V, 

所 以 Z, 满足 定理 1.6 的 邻 域 基 公理 @,@,@, WE X fi 
т, 2, 为 2 的 邻 域 基 。 

以 下 证 明 加 法 的 连续 性 。 对 z+y 的 任意 邻 域 U'，3UE- 
2, U'Əz+y+U,X AU EUY, EU, +U, CU, M 2+0, ,у+ 
О, 253] ж,у 的 邻 域 , 且 

(z#+U,)+ (y+U) 
= (а+ у) + (О,+Ш,)са+у+ с”, 

以 下 证 明 数 乘 的 连续 性 

对 hz КИЕ О", JUEU, tE U'SAz+U,H $ 2.5 BJ 
Z, ЗО, С, U ,+U,cU, 

H $2.5 F 多 ，3e:>0, 使 K(e)zcU,。 

ЖМ 为 不 超过 JA +1 的 最 大 整数 , 即 МА +1<N +, 
重复 使 用 52.500: 00, 20,64,48 

U,+U,+--. +U.cU,, 


ГЕЛ 
令 e=min{e,N- |4|)>0, 
H $ 2.5 £ 09,80,64, KO U,CU,,B W =z+U,, WJ 


W 是 4 的 邻 域 ， 
(A+K(e)W= (Q+ K(e))(z +U.) 
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= Ат+ К(г)2+ (A+ K(e))U, 
c2r+ К(в,)®+ (4+ К(2))0, 
` CAe+U,+ (A+ K(e))U,;; 
Упєйз Ke). |а| <А жеж |41 = 
所 以 A+K(e CNK(1), 
A+ NUENEKO, cNU,cU,, 

内 此 (A¿+K(e))Wc4z+U,+U,C2z+UcU', 

$ 2.7. 拓扑 线性 空间 中 的 收 合 网 、 Cauchy 网 、 完 备 性 

设 拓扑 线性 空间 X 的 局 部 基 为 多 ， 按 拓扑 空间 中 收敛 网 的 
EX 1.15, X 中 网 (zr)ver 收敛 于 zEX 的 充分 必要 条 件 是 : 
УШЄ#, INED. Y> z,-z€U, 

由 于 拓扑 线性 空间 中 有 加 法 结构 ( 它 是 拓扑 群 ,因而 也 是 一 致 
空间 ), 故 可 定义 Cauchy 网 与 完备 性 。 

定义 O 拓扑 线性 空间 关中 网 (zr)rer 称 为 Cauchy 网 ,如 
果 对 所 中 零点 的 任意 邻 域 U HETE r€ Г, ОҢ РР у> УЬ 
时 ,有 2zr - z, CU, 

© 拓扑 线性 空间 称 为 完备 的 ， 如 果 其 中 的 Cauchy 网 均 收 
Ao 

$2.8 定义 拓扑 线性 空间 X EWER d 称 为 平移 不 变 的 
《简称 不 变 的 ), 如 对 任意 的 5,y,zEX,d(z+zg+2) = й(т.у)„ 
如 果 拓 扑 线 性 空间 (XX,r) KAER d r AGN d PER HH 
re=Tr), 则 称 拓扑 线性 空 闻 可 距离 化 ,或 称 可 项 跷 。 

$2.9 定理 ЉЕШ Хор АН 的 充 ; 
X Jë Hausdorff 空间 且 有 可 数 的 局 部 基 ， 即 有 由 
组 成 的 局 部 基 。 

如 拓扑 线性 空间 (X,t) TRE, M 闪 有 一 个 不 变 距离 d 与 + 
相 容 。 

如 拓扑 线性 空间 (XX,r) 可 赋 不 变 距 离 d, 则 显然 按 拓扑 线性 

жи. 


空间 定义 的 Cauchy 网 与 按 距离 d 定义 的 Cauchy 网 是 相同 的 ,所 
以 按 拓扑 线性 空间 完备 与 按 距 离 d 完备 是 相同 的 。 

完备 的 冉 不 变 距离 的 拓扑 线性 空间 称 为 F 空间 。 

82.10 定义 在 拓扑 线性 空间 中 , 集合 召 称 为 有 界 的 ， 如 
果 它 被 零点 的 任 一 邻 域 U 吸收 , 即 3e= er>0, të KBU, 

由 于 均衡 邻 域 构成 局 部 基 ，B 有 界 的 充分 必要 条 件 是 ,对 局 
部 基 中 的 任 一 邻 域 U，3t>>0, 使 Вс, 

由 于 闭 邻 域 构成 局 部 基 , 故 如 BARN BERR. 

以 下 叙述 几 个 以 后 要 用 到 的 定理 ， 其 证 明 可 参看 泛 函 分 析 的 
教材 ,如 Rudin 的 Functional Analysis, 

$ 2.11 定理 (Banach-Steinhauss) 设 六 是 完备 的 КЛ 
变 距离 的 拓扑 线性 空间 , 了 是 拓扑 线性 空间 , Tat XOY 是 连续 
线性 算 子 , n=1,2,…， 又 设 对 每 一 个 EX， lim Talt) 存在 ， 


其 极限 值 记 作 T (z), WJ T E XOY 的 连续 线性 算 子 。 

52.12 定理 设立 是 完备 的 赋 不 变 距离 的 拓扑 线性 空 
BJ, 了 ,2 是 拓扑 线性 空间 ; 设 BX xY 是 双 线 性 映射 且 分 别 
ЖЖ, BD Vz EX,B(z,。) : YZ 连续 线性 ，Vy EY ，B(。， 
у): XPZ 连续 线性 。 如 果 z, EX, rty EY ,ys>y， 则 有 

В(ш„,у„)->В(ж,у)„ 

52.13 闭 图 象 定理 设 六,Y 都 是 完备 的 赋 不 变 距离 的 拓 
扑 线性 空间 ,了 ;Xi> 了 是 线性 算 子 ,7 的 图 象 G(T)={(z,Tz) t 
ЄХ} X xY 中 闭 , 则 人 是 连续 的 。 

G(T) 是 闭 的 等 价 于 :如 lim 2, = т, Тт,= у, WJ у= Ta, 


$2.14 ЖИТЖЕ Б X,Y 都 是 完备 的 赋 不 ЖЕШ ИПИЕ 
PRESH, T: XY 是 一 一 的 、 映 满 的 连续 线性 算 子 ， 则 
T- YX 是 连续 的 。 
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$3.1 定义 анат X WFN Си BARABA 
02610,17, C+ a- CcC, 
ШЖ z, C Х,Җ Le y]={tr+(1- 0912600, D 称 为 


以 ,4 为 端点 的 线段 或 闭 区 间 。 t. 

ЖА (2,0) = {ty 316 00,1)) жуш ‚у ЭУ 端点 
й Ж ө]. ‹ 

Ж X TR С к азрак, 以 C 中 任意 两 点 
为 端点 的 线段 都 包含 在 C 申 。 

任意 多 个 凸 集 的 交集 仍 是 西 集 。 


дж A Ж X 的 子 集 , 4 的 凸 包 是 指 集合 
CoA= ana: BDA). ж A т 包 即 是 
Ж 4 的 最 小 目 集 , 且 : н 


CoA = 但 aa :4 是 自然 数 , XC; € X, 220, 5-1 [ 


中 2 Ад, 称 为 List gln 的 凸 组 合 。 

Шш А,В X hg, AEK, NA+ B,1A 仍 是 凸 集 。 

53.2 定义 i X E K Eg 2sl8]; ХЕж рын 
定义 在 X EKEKA 

DXR, НЖАТ, kaala z, y EX 和 所 有 的 数 
AEK, 

© рс + у) <р) + ply) 

ND ролу старе) ` 

条 件 @ 称 为 次 可 加 性 。 67 由 以 上 定义 
可 推出 


oq 


Pls)>0, p00)=0.. - ` ` 


13. 


和 中 所 有 半 范 构成 的 集合 记 作 X°, 

设 bra AE SL tE X 七 的 两 个 实 值 函数 ,如 果 对 所 有 的 FEXX， 
均 有 DIE), WEN p<q, 显然 这 样 定义 的 < 是 一 个 半 
FARWETTER.. 

© р<}› 

© in <q, a<r, p<r; 

Ө 112<9, <b p= q. ` 

83.3 定义 WX,Y 是 两 个 同一 数 域 下 上 的 线 狂 空间 , 代 
是 把 蕊 映射 到 普 中 的 线性 算 子 和 : XoY, PEX phi 
FR. PER ХО EWER, QEY 中 的 非 空子 集 ， 如 果 
YqCQ，3pEP, 合 9"<p, 则 称 了 是 (P,Q) 连续 的 。 X 

注意 ;这 里 引入 的 (P,Q@) 连续 概念 是 纯 代 数 概念 ， 还 没有 31 
进 折 扑 ,因而 还 不 是 拓扑 概念 。 

$3.4 定义 七 的 子 集 НОУ ЕГ ИЙ. ШЖ РСН, ас 
X R а<р. СН, ЩИ H 中 于 范 所 控制 的 半 范 均 在 H 
中 。 ИР 
如 果 卫 是 X 的 非 空子 集 , 记 
H(P)=(p'eX': IHEP ё рр), W HIP) ж X' d 
包含 P 的 最 小 可 传 子 集 , 称 为 已 的 可 传 包 。 

易 证 以 下 四 个 命 顾 是 等 价 的 : 

OTE (P,Q) 连续 的 。 

@ T). (HP), Q) 连续 的 。 

@ Tk: (P.H(Q)) 连续 的 。 

© T Jè (HOP), H(Q)) 连续 的 。 

53.5 定义 设 瑟 是 线性 空间 ,X-` 中 非 空 的 可 传 子 集 称 为 
六 的 一 个 半 范 系 ,如 满足 以 于 两 条 件 ， 

@ bob € H=>p V p,C H; 

© p€ H,12>0=>2p6 H, 
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以 上 (piVp) (2) = max{p, (£). 力 (7Z))。 I N ` 

53.6 定义 XX' 中 非 空 子 集 P 称 为 的 一 个 闪 范 基 , 如 果 
它 的 可 传 包 H (P) 是 半 范 系 。 

易 证 : 尸 是 半 范 基 当 且 仅 当 同时 满足 以 下 两 条 件 ; 

Ф 对 任意 的 p.,p,EP 了 ,存在 YEP 满 足 r>b,V bs 

© 对 任意 的 pe P, 4>0, 存 在 46E 已 使 得 9 二 和 1。 

记 B,(1)= (z€ X : р(2)<1}, 
则 B,(1) 是 凸 的 均衡 集 , 或 称 绝对 凸 集 。 

53.7 定理 i P E X hik W Ж, оа 
{В,(1) : p€ P) 满足 下 列 条 件 : 

O HERK U UEU EEU, EU, ii UCU, NU, 

© 对 任意 的 U ЄФ ЛЕУ cy 使 得 V+VCcU; ' 

Ө HERK U EU, HEV EU 818 KOV cU, 

@ U 中 每 个 元 素 U 都 是 吸收 集 。 

此 外 ,还 有 

@ 任意 的 We 人 яң бб гєйї, уса нану 
EU; 

注 : 以 上 条 件 @ 一 @ 即 是 定理 2.5、 2.0 中 记述 的 拓扑 线性 
空间 中 局 部 基 的 必要 充分 条 件 。 条 件 加 保证 多 中 集合 U 是 开 集 。 

[证 ] © #U,= B,(t),U,= B,,(1) EW，, 则 存在 rEP 使 
>р Ур, 0, = В,(1) EV, MARHE U,cU,nU., 

@ ë U= B,0)€%, WE Ж q€ P, 使 得 gd 宇 2p，, 令 VV= 
В.) EY, 则 易 验 证 V+VcU。 

@ U =B,0 16%, 取 玉 = U, MUN B41): 是 均衡 的 ， 
K(WVcV=U, 


‚ © ME —U= EDER, Vac X, M e= FOEL 其 中 
6> 0, 则 当 |A] <e BF, р(Ажу<1, А07, ЫЫ K(e)zCU, Jt 
æ 15 。 


以 U 是 吸收 集 。 
@ 对 任意 的 U= варса mitan seu, DKI 1- 


рба)>0. 存在 9EP 使 得 qz 这 э zj” & У=В,(1), W 


VyEV, 
pa ESPD +DL а-а) 
<s) +1- b(z)=1, 
Э w+YyEU, 
r+VcU, 

$3.8 定理 设 忆 是 线性 空间 式 的 кыш @ 存在 
X ESE т 使 得 Xr) 成 为 拓扑 线性 空间 ,而 = {B,(1) 
: be P) 为 其 局 部 基 ， VECH 多 ,= {+ В,(1)з p€ P) H z Bd 
邻 域 基 。 i 
© VrEX, узєР, z+ В,(1) 按 此 拓扑 是 开 集 。 

@ 存在 由 凸 集 构成 的 邻 域 基 。 

Ф 按 此 拓扑 r 连续 的 半 范 的 全 体 即 是 已 的 可 传 包 五 ( 己 ) 。 

[证 ] © 由 定理 2.6 推出 。 

© Vy€z+B,0)=#* U, UEV, 则 y-zEU， 由 定理 
3.7@@ ,存在 了 E 多 使 得 y-x+VCU，,， 即 y+VCcz+U, 而 y+ 
УС2,, Н 1.60, т+В,(1) 是 开 焦 。 

@ 因 B, 1) 是 凸 集 。 

@ 设 4 是 X 上 的 半 范 , 因 

la(s) ~ 40у) |<- у) : (3.8.1) 

4 在 芋 上 连续 的 充分 必要 条 件 是 4 在 0 点 连续 。 

如 gEH(P), 则 习 p,EP 使 9<pi。 

Ve>0, 由 半 范 基 的 定义 ， Jb: EP Ш p> Pi/e。 

由 = 的 定义 ,， Bs,(1) 是 0 点 的 邻 域 , Vz € В„(1),р„(ш)<1, 

q(z)< p.(2)<ep,(z2)<=e, 
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所 以 g 在 0 点 连续 ,因而 4 在 XX 连续 。 
反之 , 车 4 是 按 r 连续 的 半 范 ， 对 е=1, Ft ХИ 
U 中 的 邻 域 BB,(1), p€ P, Ш 
z€ B,(1)2=>q(z)<1 
BJ кл 


所 以 Vze X, Ve>0, руу) <. (ушуду ) 
<l, 
Bp 42) <ра) +0, 
令 8-0, $ 42) < p(z), 
.所 以 9<р, 因此 q€ H(P), 

83.9 定义 ЮРЕ БНР X ЖЕЖ, 以 {Bs(1): 
DEP) 为 局 部 基 的 拓扑 线 性 空间 称 为 由 书生 成 的 局 部 凸 空间 ; 
(X, H(P)), 4 Н HERRN KIARA, Н) 

HEM 3.8 ARAZA, HPA h 4558886 А Е 
基 。 以 下 证 明 其 逆 定 理 。 

$3.10 880 拓扑 线性 空间 XX 中 ， 

O 如 C 是 大 的 凸 子 集 , 则 其 内 部 C 也 是 凸 集 。 

© 如 B 是 XX 的 均衡 子 集 , 且 0EB, 则 户 也 是 均衡 集 。 

Ө 0 点 的 任 一 凸 邻 域 包含 0 点 的 一 个 均衡 , 凸 , 开 邻 域 。 

@ 如 下 是 0 点 的 均衡 , 凸 , 开 邻 域 , 则 由 表达 式 

brw) = inf(t>0:t-iz€ V), z€ X, 定义 的 了 上 的 实 泛 函 
br: XER Æ X bgi, Н (2С Х:р, (2) <1}= У, 

QE: b, Жз V iy Minkowski 泛 函 ) 

[证 ] © ССС, Chtel), #С+(1-0ССС, 
由 定理 2.3, 0 时 数 乘 映射 M, 是 XE>X 的 同 胚 , È, a- 
DC 是 开 集 , 又 由 于 平移 也 是 同 胚 ，1C+ (1-t)C=L jz+(1-t) 


CIERRAN Ó 是 包含 在 C 中 的 最 大 开 集 , Сна DC C 
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С, тщ Саа. Н ' 

图 110<141<1, N ahr ERE, i AB = (AB ° ABIE 
集 , R В, ABCAECB, w Bc B, ос, ХА +С, 
也 有 0 BCB, pia B 是 均衡 集 。 

@ BUE o ARES ARR. Ф 4= 门 407。 山 定理 2.4， 
存在 0 点 的 均衡 邻 域 下 ,使 CU。 因 V 是 均衡 的 ， 当 141 =1I 
W, И= ИСА, ik VEAU =A, VEA, 所 以 A 是 0 的 开 


Ж, ACU, A ERREZ. W A nd, H QO A 是 凸 集 。 
Vac K(1), а= ve, {‹су<с1, 0cR, 
c4= п Уе =n riU 
Alsi ТЫ! 
= 1001-0) 60 +7407] 40= А, 
ШЫ" Ы" 


所 以 А 是 均衡 的 。0 € А, @, А 是 均衡 的 。 所 以 À 是 被 U 
包含 的 均衡 、 凸 、 开 邻 域 。 

Ф HFB V ТЮ, be ЖЕ, Нор, оо, 69 
AR Н, (2) = {К> шс}, ВСН, а, s>t, WAOE 
V, УШ, ЕСУ iih s'tzC€ V,sC Hire Г, + oo )C 
Н, о), РЇ Н, (к) 是 半 直 线 , 它 的 左 端点 是 præ), BJ 

Ср, (2), +оо Clt>0:t-:rEV} 03.10.1) 

B s= руба) +e, t= русу) +e, е0, IS EV, ус 

V, KV ÆR, 


S+ (æ+ = -S (5-1 $ ty) 
( )"l(G+ y gpp (579) + s typ EV, 
Ж ` ру(а+у)<5+{= руа) + руу) +2 e, 


令 e>0, 1 усну) <р, (2) + фуу), 
120, BWE py (tr) = р, (к), 
H F V EAS, УЛЄК, 
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фр, (Аш) = |А|ру(т),„ 
所 以 b, B: X ЕЁ. ` 

Ve>0, eV 是 0 WPR sEV, wEV, H pr 的 定 
Ж, bins, Hii py 是 连续 的 。 

当 zET， 由 于 信 是 开 集 ; ATE s HER HERKES 
FE H 1026 V, 3e>0; #(1+)®%Є Vy ТЫ ру) (1+ е)! 
<1, ЖШ V c (z € X: py (2) <1). A 

另 一 方面 ,如 py(z)<1， 由 (3.10.1), 1*wEV， 

所 以 {шЄ Хїрү(ж`<1}сЁЙ, 
因此 V=(z€ X:p,(z)<1)= вэ; 

83.11 定理 如 拓扑 线性 空间 (X,r) 有 племен 
部 基 ， MAHE P, 由 书生 成 的 局 部 由 空间 (人 ноа 
(X, т), 

[证 ] RX, наана нА, 则 由 引 理 3 10， 
一 定 有 均衡 * 凸 允 开 邻 域 扩 构成 的 局 部 基 UY = (У), HETE 
VERU, 有 半 范 Pr В, = У. 5 P= {py:VEW}, 则 易 验 
W P EEEE, ARAZA, HP RAREN {[B,(1):pE 
Руы (X OARE 4 = (V) 相同 , 故 拓扑 相同 。 

由 定理 3.8、3.11 可 知 ， 拓 扑 线性 空间 ( 革 ,r) 是 局 部 凸 空间 
CX H P) 08384 UE RAE 有 凸 邻 域 构成 的 局 部 基 。 因 此 
也 可 以 以 此 条 件 作为 局 部 凸 空间 的 等 价 定义 。 

-83.12 -定理 j PE X КЕЖЕ. ОЖК, T 
XY i 是 线性 算 子 ， 则 按 3.3 ELKOP, Q) 连续 与 局 部 凸 空间 
(X,H(Pyy=(Y, H(Q)) 拓扑 意义 下 的 连续 相同 。 ` 
六 GEN 0 T EOP, QOH, Вр 

VqeQ, IHEP, ##qT<p (3.12.1) 

对 了 的 局 部 基 中 的 任 一 邻 域 Bu(1)， ССО, p€ P, Т 

<p. r 2 š š š > 
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Vz€B,(1), Bl р(2) <1, WA 
. q(T(z))<p(z)<1, 
WU T(z)E€ Bl), 
T(B,(1)) cB,1), 
Wk TEO 点 连续 。 因 了 是 线性 的 ,所 以 了 在 六 上 连续 。 
BZ, ATRAER, W V9EQ,Bo(1) 是 Y 中 0 的 邻 
W FEX 中 0 点 的 基本 邻 域 B,(1)，pEP，, T (B, < 
ва), 即 
: b (z)<1=>q(Ta)<1, 
,类似 于 К заф 最 后 的 论证 ,可 得 
qT<p, 
айд TEP, GER EE, 
如 卫 是 X' 中 的 任 一 非 空 子 集 , 即 是 任意 的 一 族 半 范 , 令 
R= {8(P1VP…V Pr): 为 自然 数 ，piEP, 1<і<и), 
WP 是 包含 P 的 半 范 基 。 如 了 是 (P,Q@) ЖЮ, WTX, 
HPY, HOE. НЛ. 
$3.13 收 钱 网 .Cauchy 网 ”由 收敛 网 .Cauchy 网 的 定义 
可 推出 ,在 局 部 凸 空间 ( 半 , 五 (P)) 中 网 (z,) kt F z 的 充分 必要 
RÆ: VEP, plz,- 72)->0。 
(2,),ег Æ Cauchy 网 的 充分 必要 条 件 是 : УРЄР, Ine 
Г, угу, nP b En- En) <1, 
$3.14 定理 局 部 凸 空间 (X,H(P)y0 T E B 为 有 界 的 
充分 必要 条 件 是 ， 
vpeP, sup р В) = вир p(z) = М, 
53.13 жа анте: Х,НОР)) 是 Hausdorff з) 
法 充 分 必要 条 件 是 ，YzEXN{0}, 习 力 E 已 ， 使 ptz)>0。 
以 后 还 要 用 到 泛 函 分 析 中 的 一 些 重要 定理 。 叙 述 如 下 。 
$3.16 Hahr-Banach 定理 ik M 是 线性 空间 XX 的 线性 


。20 。 


+ баны, ра X BERS SAM LARNER НИЕ. 
Vr€EM, |fiz)|<p х). ‹ 
W SERR X ERREZE И, ПА 
Vz€ X, [AWIS >, 
$ 3.17 OSARA 设 X 是 局 部 凸 空间 ，C ж X GH 
凸 子 集 , 且 yEXNC, 则 存在 六 上 的 连续 线性 泛 函 4 满足 
Re :>sup ReA.C) =sup Re 4(z)。 
$3.18 定理 “完备 的 局 部 凸 空间 中 , 紧 集 的 六 sy 名 是 紧 集 。 
集合 À fE ER A 的 凸 包 Co: А ОА, Ц 
аА, ` 


第 四 节 RR ERNEA 


54.1 定义 R 4 是非 空 指标 集 ， н 
ZN, Р, ЖХ; ЮЖ, MER X, EME 也 是 线 . 
он. h. X ERENT, X U 

Х= span [ Uha( Xa)] 
(span (ЕЁ) = 但 Acan 是 自然 数 ， АА Kisa, € x]) 

对 所 有 的 力 = {balaca CII Pas 定义 ` 

P:XR Шт, 对 zsEX， ` 

Ва) ше (5 balta): ЖЕЙ, aos аб Arta E 


Xand ha а) =). 


542 引 理 © Pax кю. 
@ Va€ A, Ph, <pao ў 
© шас X°, Н УаєА, аһ, <р,, 则 gq<$。 
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[5 证] @. 显 然 ,对 所 有 的 ZEX， ,A(z) 是 有 定义 的 ， Нда) 
0。 设 42,y € X, “= 
a, ay€ А, È halta) =а, 


" акына Є А, $) ha, (i) = 9, 
其 中 zo EXa， 1<i<l, 则 有 
к Бр $ 
| | Z halta) =т+у, 
-所 以 9+) <) Ф.а). : 
«раа +5) ра). 


对 右 端 取 inf, 002+ у) < (а) + В), 
ШШ} т, VACEK, (hz) = || z), 
@ iN ta E Xas WJ P(h.(z.)) < pala), BI Pha pao 


@ #дЄХ', B Va€ A, <р, а-о.) € 
X, 
则 ас) Хн To) LX рв.) 
右 端 取 inf, qia) <s), 
所 以 q<, Р 

34.3 R HX X, RREZ, XCX np € XI, p. € 
Xo ВАА, WA 

Ф Я/С Х:, +=max{g 6 X; Пс» q< b); 

© rlz, = bu 

© ушєХ,, pS Т) Ё&%\ш-ж)„. 

r€ Xx, 
[证 ] ЖҖА={1,2), X = X,, 
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5 # ХХ, э И 
h, EXX, HERRN. 
yy € X., 定义 
riy) = inf (фа) + palt) за ЄХ. C Xym t a = у)» 
Ф 由 引 理 4.2@.@ 推出 。 I 5 
. @ шуЄХ,, By = nta € X z, 6 Худ z € Xu 
йы A y фб) + фаба) SPC) + p(s)( 因 DSPlz,)。 


右 端 取 inf， 力 (g)<y(y)，， 
:万 以 P <r|x, 
WO, >|х,<,, 
ЖЫК -т|х,= b. DES … | 
@ Жи Ша EX t € X,, Н 2,+2,= 10, 则 
r! . f (zi) + p(t) > pıt) = p(wWr mi) 
a inf p(w- Ху)» 
ZE inf, r(w)>inf p(w- Х,), 
аи ER REX DES, 记 
Ё= {@+ФЄПР, Jex’, 
54, 5 定理 按 定义 4.1.4.4、3。 4 的 记号 , H P) kP 
тш, пее 
Ф УаєА, hPa DER: 
© УаєА, h, EPa HODER o 
HB H(P)Á= UHXH йё, Vac A, h, J (Р.Н) ж 
续 的 }。 
[证 ] Q 由 引 理 4.2@。 I š, 
`@, ,由 名 和 定义 3.4w- 即 Va € A, h, (P.H (Ë) 连续 
的 。 
‚ 最 后 , A HEX 的 可 传 子 集 , 且 YaE Agha EP H) Ж 


+ 23 • 


10, V4C H, Va€ A, h ha 是 (Pa DERNE ар. 
Р. E а, Q b= {psa}aes， 定义 PEP。 

Ша 4.29. а<2, qen: Р, Вид H< HÓ) , © 
得 证 。.- 

84.6 定理 iX, Xa Pashas Ру 4.1. 4, 4 中 所 表 
ЖЇЗ ЖҮ 是 线性 空间 ，@ ЖҮ 的 非 空子 集 ( 即 一 族 Y 上 的 半 
ЖОН T XY 是 线性 算 子 ， 则 人 是 (已 ,Q@》 连续 的 充分 必要 
RIIE: 对 所 的 a€ A, Tha 是 (P。,@) 连 续 的 。 

[证 ] Ti (Ê, OERE Va EQ, 3 EPa, жаат 
<, 


Нат Ж Х EER, ЖН 4.2@, ©, MEHATS 


vqeq, ap EPa» 使 Vac A, Җ (4Т)„<рф„з 即 
VacQ, 3pc IP,, W Va€ A, Tha) <р. 即 


VIEQI VaE A, 3P,€P., WA AT ha) < ba ЖЫ 

Vac As Th, EP OER. 

фат 定理 zx, ХР, has Ê MEX 4.1, 4.4 所 示 ， 
Тә. ， 则 ， 

енбей, q° hs EH(P,), 

[证 ] 如 49EH(P)， 则 存在 p={p。}ses 使 9<$。 由 引 理 

4.2@， 
Va A, q ° „<® • „<р, 

所 以 qo h CH Paro 

бзш: ШЖ Va C A, а•ћ.ЄНСР,), Bp. € P,, W 

<р„. F b= (р.)аса»› НЗ 4.29, q<Ó, 所 以 gE 

3 

Чаз 定理 O EX P.A. щй 4.1.4.4 R, 
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Эң (X.,P..h J 所 定义 的 ,也 可 记 为 Ps 
© 股指 标 集 4 上 有 半 序 关系 <<, 且 此 关系 满足 条 件 : 

асве FERE hoa: Xk të hg Pas Pa) Ж 
续 的 , 且 ha Ар = hay 

© Xi АЮФТЖ B WE, Vac 4,38EB, 使 a<B( 即 B 
Ж А ЖЕРШ). 

D, 是 由 {Xo Pa, Вась EXHI 则 H Êr) = н‹®) 

MHP). | 

[证 ] VYaEA4， 册 假设 ， 38EB，a<B， 且 hes № (Р,, 
Ps) 连续 的 。 由 定理 4,5@ ,hs 是 (Pa, Ps) 连 绪 的 ， 故 h。= hg 。 
hu EPa Êh) 连续 的 ， 因 而 是 (P。,H (Pa) 连续 的 。 由 定理 
4.5@, H(P,)cH(ËP), 

B ВсА, m НР) он), 
所 以 HÊ, =H), 

54.9 Ж 设 碟 是 线性 空间 УасА, х, EX 的 线性 子 
ЖМ], H X = spdn Х.А аса, P. Ж Ха WE TE, H. 

Xa X,> Vq€ Pp, ‘3peP,, 使 得 gjze 和 加 

` 刘 定义 a<B HANY ХСХ, ha 即 是 X > X 的 包含 映 
射 ,haa WE X X, {а ФА ЭХ ИЕ ОЗЕ РЕЖ Ж << ЯП А, Лу, 
满足 定理 4.8 的 条 件 。 


第 五 节 ”归纳 限 局 部 凸 空间 


$5.1 引 理 REX 4.1.4.4 的 记号 ,如 果 每 一 个 Pa 是 总 
的 半 范 基 ， 则 Ó R X 的 半 范 基 。 
[证 ] Ê, cP, wp = {po}oes EPe, р'= {pajaca 


€ Potopi Pa h P, 是 半 范 基 ， 3p: E Par Ha> pa V Dar 
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即 рар, Вор: Ф р" = (01) аЄПР., MPEP, 8] 
Æ 1.20, Va € A, Вр, р.р, MIM 4.29), 0", [у 
070", рур r> 0 v f, : 

类 似 的 ， 可 证 : 如 DEP,4>0, m IEP, t iAP, 

所 以 是 XX 的 半 范 基 。 : ' 

{5.2 定义 ШХА, Vach, Xa EX MAN 
TZN, R. X = span lJ Xa B YaE А, (Х„,Н‹Р„)) kam 
空间 , 按 $ 4. nax = Pipe ТТР,), нса H, h 

引 理 5.1,( 和 ,五 ) 是 局 部 凸 空 间 。 又 设 
© Im X, X, W X, # X, ESIN03 34883: X, 的 原 
拓扑 ， 凤 包含 映射 本 
last ХШ Xe 是 连续 的 ， 

@ VaE A，VBEA，3yE4, 使 得 XsUXocX,， 此 即 

于 和 间 族 (XstaE 4} 按 包含 关系 “天 "是 定向 集 ,由 此 天 = U X。， 
WX, DRA HTA {Xa HP.) a EA) 定义 的 归纳 限 
Ваи, (X, H) LAMIA BARE 

$5.3 定理 4X, H) 是 由 子 空间 族 {(X。,H(P,)):aE 

A) 定义 的 归纳 限 局 部 由 空间 , 则 有 以 下 性 质 ， 
@ YaE A, X, Hy# Xa ES ТНК X, 的 原 拓 
扑 ， 即 包含 映射 

ha: X dX 是 连续 的 。 

ШАН дала занан, 

@ 如 (了 ,G) 是 局 部 凸 空间 , Н. 

了:X-> 世 是 线性 映射， 

ТН, Сув (е, Ya CAT Ir EPa G) 
连续 的 。 : 
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图 mBE A ЗЕЯ CY, Нарт SRA, 
НРуу:веВу хай, 了. 

Ф 如 果 єх", жєн ARARE, үгел, 
4\х„Є H(P.), 

[证 ] @ 由 定理 4.5@。 

© 由 定理 4.6。 

@ 由 定理 4.8。 

© 由 定理 іт, 

$5.4 定理 Ханен X, Wiki F H, ma 
X, 上 的 半 范 系 , 令 


H.lr,={plr, EXipEH,), 
则 五 :|x, ж X, 上 的 半 范 系 ， 且 局 部 凸 空间 ( 环 :, 恕 :) # X, ES 
出 的 子 拓扑 空间 即 是 局 部 凸 空间 (X,, H,|x,)。 

[ЙЕ] Ü bobi EHra ШЕРА: РЕ Ж БАРЕ А 
= Б|т„» WA: V i= (АУР) |5, EH,|x,, pVp:EH,, 

同 理 ， 对 4>0,4p,€H,|z,。 

УМЄХІ, W <р = Dlr Bg 4.3@.@, 3rex;, 
"<р, r|z,= br. K р.ЄН,, Bb r€ H,, МЄН, |х, АЖ 
证 明了 H,| Ж X ETR, ТИ Н, |, 是 半 范 系 。 

按 子 拓扑 的 定义 ， 式 : 的 局 部 基 中 的 邻 域 trEX2:: 加 (zc)<1} 
(ОР p, €H) 5 X, ZAMA Х, 的 相对 拓扑 的 局 部 基 的 邻 域 。 
Yh € H,, 

(z€ Хү+р,(ш)<1}П X, =s (z€ X: b,| z,(z2)<1), 
所 以 (Xi, H,| z) 5 X, B(X,, HD PETA КЕЕН В], 
` R 如 果 P, EX EHF, 5 
Рү=Р,\х,=#{ф|х,Є ХирЄР,}, 
ЖР, 是 六 ,的 半 范 基 ， 局 部 凸 空间 OX HP) PERRAS 
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ЩСХ,›Ы‹РӘ›ЖХ, 上 导出 的 子 拓扑 空间 。 

$5.5 定理 ж X, X, RREZE, XCX p H EX Е 
WER, #= 1,25 (X. H, (X. H,) рч И! , 

Ф X mi X, 上 导出 的 子 拓 TB T X, ШИЙ TE B. 
4524 H,ƏH,| x, 

© 式 :的 拓扑 在 全 E SH BJ МАР X, 的 原 折 扑 当 
ARAH, = Н, |5,. е 

[证 ] Ф 由 定理 5.4, (XH) # X, 上 导出 的 子 拓扑 空间 
A Xi Нух» Xn Ht ATA НЭН IX, 
HX H, D EEV p: C H., Ap C H,, balx <p 
VYA EH,, р.» € H <—H.|z.CH.,, 

@ (X.,H.| +) 等 于 (X,,H)CƏH,.|,,CH., H. VE 
H, 3pb.C Ha të bi<pb,|+CƏH.,| CH, BH CH, |х, ( 因 
H |x dt TRD ESH.: | х,= H , 

е. 如 果 把 半 范 系 世 , 换 成 半 范 基 P,, 则 定理 的 结论 不 成 立 。 


第 六 节 ” 子 空间 序列 的 严格 归纳 限 


86.1 定义 В У ЖН, Улс, Х, 是 线性 空 
BJ X 的 线性 子 空间 , 且 ; 
| XCKsC X= Ü X,, 


Xi P, Ж X, РЕЖ, CX, P. ERRAZEI, B. Хы 
的 拓扑 在 六 ,上 导出 X, 的 拓扑 ( 即 XX,+i 在 六 ,上 的 子 拓扑 等 于 
Х, RAI A (Xa Pa NEN) 定义 的 归纳 眼 疝 部 凸 空 
BX, DKA PR BAR. 

56,2 SIE BAX, DE Xn P nE АС} 的 严格 归纳 
限 《其 中 P, 是 半 范 系 ) , BMEM spn EPn W 3qc H, WE 
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ql zn = Prso 
[证 ] Mm, Ж PaF pal tns W. e PL ияш, 
可 用 数学 归纳 法 找到 Ên, AE Pasir Pan E Porre” # A 
YME prtil|r, = Pas Ë 
02.) 2 按 定义 4.1 Es 68 cH, 
ЄХ, кє mone Зана, „єх, 
За L = max(n,, e аш; 则 


È nan) =X р> Zan) = ришу= рыда), 


左边 取 下 确 界 ， вуза), Вр 
Plx, Én’ . 

ПЕРИ 29, 911,» 
所 以 全 = b... 

以 上 的 乡 即 所 求 的 4。 

86.3 定理 WX,H) 是 (X,,P, Vin E -的 严格 归纳 
限 ， 则 的 拓扑 在 每 个 了 ,上 导出 X, 的 拓扑 。 

[证 ] 由 定理 5.3@,Y9EH,4|zx,=4。h, 是 六 ,上 连续 半 
范 ， 所 以 gjx,€ P。( 因 P, 是 半 范 系 ) ， 因 此 (q |x,:9€EH} CC 
Pao ， 


由 引 理 6.2, P, „ые 所 以 
P,= {glx, EH}. 
由 定理 5.5 推出 ， 的 拓扑 在 X, 上 导出 X. th 
§ 6.4 定理 im (X, H) 是 {(X,,P,):nE .的 严格 归纳 
Ш, ВАХ, Р.Т, RX, Ht T, 的 。 

[证 ] 由 $3.15 和 引 理 6.2。 

8 6.5 定理 PB(X,H)E((X,,P,)im€ ЛС} 的 严格 归纳 
R.B Vn€.Z,X, 在 Xsis 1,8 ВСХ, M BEX, Hy 
AREKADERE, ERHAN m, Hi BCX n `B BB 在 
. 29. 


«ХР. 
7 KDE: найб. зев. 
必要 性 ， RREN: ШВЖ(Х,Н) 中 有 界 ， 则 存在 菜 自然 
Xn M 
ВсХ,, (6.5.1) 
用 反 证 法 。 8 BCX， 而 对 任 一 自然 数 n, ВАХ, WEEN 
У Е <А, <, Е, 
f Ул>2, Ja EB, £a € Xi, NX inio 
把 Xx, 简 记 作 Fas Pr 简 记 作 Q,, Ml 
Үл>2, Е,_, ЖЕ, 中 闭 , 且 
в„/пє F, NF n-i (6.5,2) 
Br EQ, НЕВЕ 5С0,, жт = 5], (6.5.2), 
3tEQ., 使 
inf £(z,/2— F) >l, 
好 inf tm,- F,)>2, 
Qu=sVt, 则 UEQ,, Н 
r <t|>s, inf u(z,- F,)>2, 
HRA 3, 27.66, E ` 
falm =7, B r. (z,)2inf u(z,- F,)>2, 继续 这 种 步骤 ,用 数 
FHAR, Vn>2, 27,60, WE: 
Yal rs= Tni B r,GG,)2>n (6.5.3) 
MRA = (r, evE ЇЇ ©, 按 定 义 4.1 定 义 fE Q, 
由 定理 4.8, 
?РЄН(Р) =н, 
用 引 理 6.2 中 所 用 的 论证 ,得 
ҮЛЕ, ?|к„=>„, 
所 以 ， H0(6.5.3), V2>2,? lt.) >n; Bit, BE(X,H) 中 无 
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界 ， 得 出 矛 慎 。 押 以 \6.5.1; 得 证 。 | І 

56.6 5ш BRAXE, P nE Л) 的 严格 归纳 
W, (0,),ег (X, Hyhi Cauchy К . у -p 

Ф IEN, t УРЕН, YET， 36= x, ү)>у 和 

z=z(b,y) EXis WE: : | 5 

Руш, z(y) <1/33 

@ (г‹ф,у))‹.»›енкг 是 (Xi Pp) 中 的 Cauchy. 网 ， 其 中 Hx 
T h 的 定向 “< 定义 如 下 ， 如 (加 ,Pi , bay) ЄН х Г, Ф, ‚у 
< (22,7) 34 НИХ P<p,, ур. 

[证 ] © 用 反 证 法 ,如 @ 不 成 立 , 则 УЛС, Эр= pun; € 
Н, Эу= ут ЄГ, 1 Vó>y, Vz € X,, 有 рур 2021/3, 

后 此 可 下 数学 归纳 法 找到 半 范 序列 DOA, GH, 
EL, 使 得 

Ул Ж, р“*;>р'") Р 

Нм бу,» infp™(ys— Х„);>1/3 ' (6.6.1) 

Ф 4. = р"), ПНЯ 6.3, 4.ЄР,, HÆ WEA а= 


(q) CIP. RELAI ERI, WEH, | 
B (y,),er E(X, НЭ Cauchy 网 ， F? 8 H,3ne Г, 1% 
щ p>, y, =y) <1/3, B EX Ü X,, IMEN 


使 
s€ X, (6.6.2) 
再 取 SET [E >N, > >, (6.6.3) 
因 д>п, Ilys- y) <1/3, MA Эт,,ЄХ,,,і=1,--.,6, 使 
Ya- y= оН $ da, (2n) <13, 
六 而 


k k р 
Ф Yr = D Ca, B 21 риа) <1/3 (6.6.4) 


2 31“。 


# y 7 212, =, 
ВД Deyi (у. + D En) =DE ta) 
; m <" n>m х 
Y Ата, <> DEn) 1/3, 


(B DMD HRGL DR) o 
另 一 方面 ,由 (6.6.3)，6 这 yw， 由 (6.6.2) ,EX， 所 以 


Dya- (g+ 21, d 2а Hya- Xm) >1/3,(H (6.6.1) 


式 ) i 
此 矛盾 证 明了 @ 成 立 。 
© HOHE, Ж УРЄР,, H31% 6.2, 3q6€ H, (и 
q| a = b (6.6.5) 
Ey, ver Ж Cauchy ЕЮ, 3n€ Г, (818 
当 Pis PN, 9(Yy, ~ Y,,) <1/3 (6.6.6) 


MW (sp, (saya ЄНХхХЇГ 对 i=1,2, (5,7) >n), Rl 
5024, n>n, HO, 对 1=1,2， 

FSCS Y) 2р 3Bz(soy0 ЄХ, H. 

SilYstsarð 7 Z(S Y) ) <1/3, 

故 对 i=1,2， 

9(5,,р)27, Н. (уза #(5,,7,))<1/3, Щ(6,6.6)» 

(ува уо вазо) <1/3, 
用 三 角形 不 等 式 ， 

4(2(51,у) – #(5,,};))<@(4(5, у) – уга) 
+ Фуга,» T Yano) + (уво #(5,Уз)) 
<1/3+1/3+1/3=1, 

由 2(5,›у)›2(5›у) € X, Ж (6.6.5) 式 

得 Plz(sisp1) = 2(5›у;))<1,„ 
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WMA (2z(b,y))o,en<n Ж (Xi Po) 中 的 Cauchy 网 。， 
$6.7 定理 WOX,H)k((K,.,P.yinC ИС 的 严格 归纳 
R.B VAEN (Kn P VERRE WAX, Н) 

[证 ] Byrr EX, H yht — A Cauchy H , HAMS. 6» 
可 选取 ?以 及 {z( 加 ,?)}omeaxr 是 (人 obP)) 中 Cauchy 网 ， 由 假 
设 ，(X PP 完备 ， 习 EX 使 在 (Xe PpP, фу, 由 定 
理 5.3@, #(X, Ну, г(ф,у)->ш„ 

жи, VtEH, ID GH xT 181934 ODERT, 
D> mit A 


t(z(p,7) ~ w)<1/3 (6,7.1) 
H Эл.ЄГ, 484934 >n >m Bh, 
tly,- ga) <1/3 (6.7.2) 


Ф ®=!\/4ЄН, BR тЄГ n>m, n>m W y>n, 
<Р,у):>(@,т), H(6.7.1), 


1020®,р)-ш)<1/3 (6.7.3) 
由 引 理 6.6@,Яд(®,у);>у>тф„, 故 由 (6.7.2) 式 ，- 
ty,- yaz, n) <1/3 (6.7.4, 


9 /<2, 由 引 理 6.60, 3z(2,y) ЄХ), 

(gas, lP, p) SD ya mn- 2(P,y))<1/3 (6.7.5) 
用 三 角形 不 等 式 , 当 y 宇 7, 由 (6.7.4)、(6.7.5)、(6.7,.3)， 
(= WKE,- умз„)) + (Yas 200,р)) 
+#(z(D,y)-10)<1/3+1/3+1/3=1,_. 

于 以 4 一 20。 证 毕 。 


第 七 节 C=>C#lD, (Q) 


57.1 记号 和 术语 
š R° 是 d 维 欧 氏 空间 , т= (mis =° va) 是 R's 中 的 变 元 , 它 
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的 范 数 记 为 > 
| = (i+ 08) , 

Ë а lana 4 重 非 负 整数 , 其 中 ai,1<i<d 是 非 负 
к, N 表示 非 负 整数 集 ，N 是 由 所 有 d 重 非 负 整数 < 组 成 的 
集合 。 对 аєМ,}г 

` Іа} =a, +а, + +од, 

车 a,BENs， 定义 | 

а+ й = (a, +B. a + Ва), 
定义 a<B， 当 且 仅 当 a,<B,, 1<і<а, 
Wal=at al 
(5) = су AEG 

Casladal _ 到 
Br сева: Ci 一 AY “(aa— Ba)! 

# r€ R, aC Na, z* тасар, d NRE (tita) 
的 次 数 二 的 多 项 式 卫 可 写成 е 

Ра) = Уда", JEN „ЄК, 


а= д 
D, 表示 Әх, ” 


la! 
D'apxnapas- 95. a 
(Әх) Opa ° 


对 多 项 式 PP，PiD)= 52 „Ра. 


жа R° h E 空 开 集 ， соз 是 所 有 定义 在 只 WJ Ar 
直到 m 阶 连续 斧 导 数 的 复 值 函数 组 成 的 线性 空间 o CAO) 是 所 
有 定义 在 马 内 的 具有 任 屿 阶 导数 的 复 值 函 数组 成 的 线性 空间 。 


显然 cm CQ, Hip CQ) = СОО) CAO) їйї 
素 称 为 Q 上 无 穷 可 征 函 数 或 C* 函 数 。 
如 五 是 如 的 紧 子 集 ,N 是 非 负 整 数 ,fEC~(Q), 记 
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pw,x(f) = тах sup| D° f(e)] =max||D°f||x, 

其 中 llplx= suple(z)1， 则 如,r 是 C-(9) 上 的 半 范 。 °. 

记 P={Mpy,z:MEAN,NEN,K 为 人 9 的 紧 于 集 }(7.1,1) 
则 卫 是 C~(Q) 上 的 半 范 基 ,(C~(Q), 吾 (P)) 是 局 部 凸 空间 , 简 记 
ECO), i 

如 果 wEQ, 册 单元 集 {2} 是 紧 集 ， 所 有 的 映射 .f->D"(2) 是 
CADEC 上 的 连续 线性 映射 , 即 是 连续 线性 泛 函 。 

MES rer E CARR, Н SECAR), W f,— f Т 
ғ, А | 
УаєМа,{Е Q и Е, РУ, вор D'S, іх 
称 为 在 Q 上 D° f, 紧 一 致 收敛 (或 局 部 一 致 收敛 ) 于 РУ, Win 

Df Df uc.c. 

(f,)yer 是 Cauchy 网 等 价 于 : 

Va € Na, D° f, ë u.c.c. Ж Cauchy 网 , 即 Ve>0, x$ Q у 
ТТК, Iv =y ea K) ED, >Y Ve€ K, 
ID fn (в) - Р", (а) | <eo 

所 有 的 微分 映射 f->D"f ECCA) 中 的 连续 线性 
php. 

$7.2 引 理 设 (f,) 是 C~(Q) 中 的 网 , i€ (1, sd} 8, 
һ.СС‹9), Н 

万- 一 8 u,c,c, 
‚= и.с.с, 7 

Шу: Q Е h,=0g/z,, І 

[证 ] Е —2С0,9 020, ФИФ В (2,0) = (g € Ra: 
Jy- 1150) с0,ја K = BARALE- де,,® + де, нне, 是 第 ?个 
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分 量 为 1 其 余 分 最 为 АНАША, е, = (0,0,1, 0, 
ОКО ТЖ, 


m 


ҰК 上 二 发 成 立 ， 
tiE[- 8,81, 


:of, t 
Setted- fa) = | Ir, (æ+ se) ds>f he se,)ds, 


ВЫ gætte) — (а) = |+ зед, mito, ERRI t, 
令 1>0, 用 hi 的 连续 性 ,得 


ә 
92-9) =h, (2), 


87.3 定理 C (Q) 是 完备 的 。 
[证 ] B, C (9) 中 的 Cauchy 网 , 则 Va € N°, D'S, 
按 紧 一 致 收敛 是 Cauchy 网 ,所 以 习 g*EC(Q), 使 
D'f, >g ucc. (7.3.1) 
特别 有 foga gon — u,c.c, 


B Vie (1y d), SE goria fi Q ih, 
由 引 理 7.2, 


д 
эш = вето ДЕ Q iha, 


Ха Ж, ЯЕ, Має“, 
Digo” = gr 在 日 中 
这 样 ,由 (7.3.1) 式 , Va € Na, 
Df, >D ge» ucc 
EECA h, fig’ 
$7.4 :定理 按 (7.1.1) 式 的 记号 , 在 己 中 有 可 数 个 半 范 组 . 
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REPE, ERE Аъ А Е C~(9)= (C=(Q),H(P)), 因而 
C=(Q) 是 可 距离 化 的 ， 且 是 完备 的 ， 区 不 变 距 离 的 局 部 凸 空间 ( 称 
为 Fiechet 空间 )。 ] 

[证 ] Ж К..К,,- :是 9 ФАЯ WEK, сш, 
т=1,2,-.89= UK, Ф q. = фак. 

ШКА ОЕ Жу, 3i。 使 

KcintK, CK» 

in K #ln BAE, 4 n = max n, 4), p, 4 

ЖР, = {ng nE N}, РЕ, HCO), HCP, )) 
=(C%(Q),H(P)), H СОЖ O 点 有 可 数 多 个 邻 域 {B,(1) 
PC P.) 构成 的 邻 域 基 , 故 C~( 昌 ) 可 距离 化 , 例如 可 定义 距离 如 
下 :如 f,.g€C%(9Q),% Pi = nq, 


S 2 "b, (f - g)_ 
d(f,g)= рее 1+р„(/- д) g) ° 


=: 


显然 此 距离 d 是 平移 不 变 的 , 由 此 不 变 距 离 d 定义 的 收敛 是 
紧 一 致 收敛 ,因而 由 4 产生 的 拓扑 re 与 由 半 范 基 定义 的 局 部 凸 拓 
扑 相同 。 由 定理 7.3,C~(9Q) 作 为 距离 空间 也 是 完备 的 。 

97,5 定理 CA) 中 每 一 有 界 闭 集 是 紧 集 ( 即 CNOA) 是 
Montel 空间 ,或 称 有 Heine-Borel 性 质 ) 。 

[证 ] 由 定理 7.4,C~(Q) 可 距离 化 ， 由 于 在 距离 空间 中 ， 紧 
集 与 自 列 紧 集 相同 ,只 需 证 明 С=О) 中 每 一 有 界 序列 有 收敛 子 序 
列 。 

设 {y7 ,是 CQ) 中 的 有 界 序列 ,天 是 的 任 一 紧 子 集 ， 且 

FocintLcLCcoO, `. 
又 没 B,,…,B, 是 开 球 , 且 满 足 
KCB, UB, U= UB, cL 
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Ж ke(1,-- mh), VJE, sd}, Vz€ B,,Vn€ ИС, 


зе D'Sa (0| <per ifa ашр реа = M<, 
' W h= (hosh) ЄВЄР, z, z+h6€ B, 


Ш" (+h) - Ру, в) = |22220" f ЛЛ 
Spa оф lhl <M (11), 


所 以 {D' fat n€ NYE B, 上 等 度 连续 ， ике JB.» 这 函数 序 


列 也 在 到 上 等 度 连续 。 由 Arzela-Ascoli 定理 7.) 有 子 序列 
(g. të (D'en) 在 及 上 一 至 收敛。 用 Cantor 的 对 角 线 程序 ， 存 
Р.В Ф.) Va e Na, Vi€ N, {Dp tE K, E— 
ЖОО, K. 如 定理 7.4 的 证 明 中 所 示 ,Q= UK. Kecint Ka, 


这 样 由 定理 7.4, {p} Æ CQ) iiy Cauchy 序列 。 由 定理 7.3， 
C-(Q) 是 完备 的 ,{p,} 在 C"(2) 中 收敛 。 

以 上 已 证 明了 C”(@) 中 每 一 有 界 序列 有 收敛 子 序列 , 故 定理 
得 证 。 

{7.6 注意 由 定理 7.5,C О) 不 能 赋 范 。 因 为 如 果 赋 范 
空间 中 单位 球 是 紧 的 , 则 此 空间 即 是 有 限 维 的 。 

87.7 BDE ШЛ, ЄС"), w 

byf D2 bs, f)bs,z (g) 


а а a- 
[证 ] N D'(/2)=2( „ ) DD e 


Ви) а Pbr ama D 6 ) 


al<N Ba 


= рэк), кв) max У) ( a y-( Z ) 
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= 25 фу, aP py, к(&@)» 
.7.8 жш ВНС OSECA «С=С 
中 的 连续 线性 映射 。 
[证 ] 因 pref- Г) <2 Lpr e fobh tlg- Eo) 
+ ру, rld byg S- fo) + bx,z(f — fa) bsx,z(g— ga)1, 
эщ -SB 在 c (Оу, 则 Íy, к(/„— fo >00, by, к 
En- Zga)—0, AM Px z(f «#һ— go)->0, 对 所 有 NEN, 对 所 
有 日 的 紧 子 集 K 均 成 立 ,所 以 frg >So tE Ch, 
$7.9 @ 设 0<a<b<oo, 取 66,61,… 二 0, 使 
Ts pp pa 2° 
2 ó, = b-a, m, = aa, 
0 *4 <a, 
令 J tz) = 3 (а-а) ща<2<а+д,, 
0 
1 4 r>a + д, 


EX Sa H So а" fadt, 


ВШ DS E) = fO =-у-1/-\(@)- 六 -Ka- 8)]， 用 数学 归 
METIE D'S, 存在 且 连 续 ， 且 


IDF EHD fail 


以 上 的 范 数 为 最 大 模范 数 , 即 
loll= max |ба). 


55 mas 


Шл>у>1, 
ID.) = |a ЧГ, 07у ав). 
<lID fll (7.9.1) 
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(以 上 最 后 一 不 等 式 用 中 值 定理 ) 
ГАЕТЕ БУЧА (7.9.2) 
如 MUN>Y+1l 由 (7.9.1)， 
ID fæ) - D f,- (z)| 


= 了 CD flo) -D ic-6n)- 6.D ,ic)]| 
I 1 8 ril K 
<5 > ID / (用 Taylor 定理 ) 


<mn. (由 (7.9.2) 式 ) 


PA D'Sa- D Sail -Emsi 


D'f,= D f, + È D'S- Df.) 


函数 项 级 数 D DS- Dr,- 0) 一致 收 化 ， 因 而 对 所 有 的 r， 当 
MN-co，Dr ,有 一 致 收敛 的 极限 。 按 定理 7.3 中 的 论证 ， 存 在 
8EC~(R) 使 在 RR 上 ,fn>g。 又 由 (7.9.2) 
Ам lID g||<m, o 

_ [O 在 (-%,a]， 
因 л 1 ЖГа+д,+8,,о), 
БРА 0 在 (~ 0,4], 
| 1 #Ela+ód,+ó,+ó,,oo), 


„ [0 . #0 %,a4], 
piti A? Ж ДЬ, оо), 
Ho<g<1, š s . 

. $7.10 引 理 设 0<a<b, 则 存在 fEC~(R'), 使 0<f< 
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1, 且 当 ||z|| <a BF, f (z) = 1324 [1220 BF, f (z) = 0, 

[证 ] 取 fG)=l+gül+- +), 

87.11 定义 如 天 是 @ 的 紧 子 集 , 记 

Юк‹@)у= f ECA): supp f C Ky, 

其 中 supp f = (z € Q: (0) 0) RA f jk aR ЖЕЕ. 

W Нк=е{р|›а+ФЄНҮ(Р)}, (已 如 (7.1.1) 式 ) 

则 (Dz(9),Hz) 是 局 部 凸 空间 , 简 记 起 D, (Q), D DHH 
扑 即 是 (C~(Q),H(P)) 在 其 上 导出 的 子 拓扑 。 

$7.12 定理 D D.(Q) 是 C~(9Q) 的 闭 线性 子 空间 。 

© Dx(Q) 是 Frechet 空间 , 且 2.00) 的 所 有 有 界 闭 子 集 是 
紧 集 。 

如 下 , 工 是 日 紧 子 集 , 且 KcL, Рк р) ў. 
闭 。 

@ В, Ја 是 C~(Q)xDx(Q) 一 Dr() 中 的 连续 
映射 。 
2 E] O ADD PRECO): fG)=0), 由 
87. LENT: iffa) ЖС-(О»С EE, {f ECA); 
jz)=0}=Tz(0)， 故 是 闭 集 , 所 以 D. (Q) ECA) 中 闭 。 

© Dz(Q) 中 有 界 闭 子 集 是 C~(Q) 中 有 界 闭 子 集 ,因而 是 
C~(9) 中 紧 集 ,所 以 也 是 其 子 空间 Dx(9) 中 紧 集 。 š 

@ 显然 Dr(Q)SDz(Q)cC-(9)， Dx(9) 在 сд) 中 闭 ， 
故 在 DLA) 中 六。 ni 

Ф 由 定理 7.8, 映射 S ЊЕ ССО) хс) 
CADR EERI EDOR fg € Dz(Q), W Dr) 是 
C”(9) 的 子 拓扑 空间 。 当 在 Cp faf E Dz(Qyth, „> 
8, 则 在 C~(Q) 中 gg. 因而 fng > Е СО), {н 
a En fg ED), 故 在 Dx(9) 中 ， ауа, 
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第 八 节 DQ) 


记 D(Q)=U{Dz(Q):K CA}, 

如 党 把 DO) 看 作 局 部 凸 空间 ССО) 的 子 拓扑 空间 ， 财 
DA) 也 成 了 局 部 凸 空 间 ， 其 中 的 血 续 半 范 即 是 把 局 部 也 空间 
《~(Q) 上 的 连续 半 范 限制 在 DiQ) 上 。 

用 另 一 方 技 也 可 使 D(C) 成 为 局 部 凸 空间 ,对 所 有 的 n€ Л. 
pe D(Q), 记 

b, (p) = шах] Р^р| = max sup | D'g(z)], 


(пр, пе.) D49) 上 的 半 范 基 ， 在 DiQ) 上 生成 一 个 局 部 
WHIEH 

以 上 在 DA) 上 定义 的 两 种 局 部 凸 拓扑 结构 在 其 了 空间 
Dr) 上 导出 的 子 拓扑 ， 即 是 在 定义 7.11 中 定义 的 :Dr Q), 
Нр), ССО), НОРТ РЕЩ 
的 子 拓扑 。 АШЫ а ВЕ ЛН. TN 
实用 的 要 求 。 
[ 例 11 ФФЄ Л (КЁ)›зиррр=[0,11, 00,1) +, ф>0, 
如 А 


ф„(ш) = p(z— 1) tow- + 1-ф(2- т), 


则 序列 {ps} 按 以 上 两 种 拓扑 都 是 D(R) 中 的 Cauchy 序列 ， 
但 不 在 其 中 收敛 ,因此 以 上 两 种 局 部 凸 拓扑 都 不 是 完备 的 。 
[ 例 2] 对 以 上 的 9, 又 设 


Фив) = 二 [optz- 1) + ре 2) ++ (е жу], ШЫ 

上 黄种 拓扑 ,都 有 Tim р, = 0， 但 是 | g, dz 不 趋 于 0， 即 映射 p> 

jp dz 不 连续 ， 即 由 此 积分 定义 的 D(Q) 上 的 线性 泛 函 是 不 连续 
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的 。. к сфе, с, ! 
‚ $8.1 жх 局 部 凸 空间 D (Q) ЖАҢ (00,00), 
НК RCO) 定 以 的 归纳 限 局 都 具 空 间 。 这 里 GDr(9)， Н) 

即 是 定义 7 .jl 中 定义 的 局 部 凸 室 间 。 . 

88, 2 定理 Ë 

Ф RYERRAZA GR— ЖАНИ), НТ:Р‹О, 
PY 是 线性 映射 ， 则 人 在 D(Q) 上 连续 后 人 对 OY Pri RT E 
K,T |>, 在 Dx(Q) 上 连续 4 


© 如 KiCcint K,cKic., 且 吕 = ÜK, W $ 8.1 定义 的 


Жуй [н] Р.О) 即 是 子 空间 序列 Pr Hed wi 
严格 归纳 限 。 ， 

© Wm K жО жт, W| D QH $ 8. 1 定义 的 》 
在 рк(9) 上 导出 DeO) 的 拓扑 Dra), Нр), HDO) № 
Т, 的 。 ë . 

Ф DA) 是 完备 的 , 即 其 中 每 一 Cauchy 网 收敛 ;DiQ) 不 能 
距离 化 。 

@@ 设 BCD(Q), 则 B 在 D.Q) 中 有 界 的 充分 必要 条 件 是 : 
ЖЕО ЖТК, 使 BCcDx(Q), ВЖЕ рО) нщ 
Ж. А fy 

7D(2) 中 每 一 有 界 闭 子 集 都 是 紧 集 。 

@ 如 {9n} 是 D(9) 中 的 Cauchy 序列: 则 必 存 在 Q 的 某 一 紧 
ТЖК, ВЮ np, C Dz (Q), 

把 D(Q) 映 入 C~(9) 的 包含 映射 是 连续 的 。 

如 工 :D(Q)F>C~(Q) 是 连续 线性 映射 ， 且 对 Q 的 任 一 紧 
TRK, 相应 地 存在 人 的 某 紧 子 集 K’ 使 TDa(Q0)cDxr'(9)， 
Та D(Q)F>D(Q) 连 续 的 。 

[证 ] Ф 由 定理 5.3 @ 推出 。 
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© 如 长 是 日 的 任 一 紧 子 集 , 则 存在 i。 使 KCK. Кү: 
IEN (K IK Ж со} КЕТ, Н ЖОШ 5.79, Hf ЕНЕ 
{(Dx(Q),Hr):K RCA) 定义 的 归纳 限 局 部 凸 空间 即 基 由 子 空 
FID: (D, Hr) EN 定义 的 归纳 限 局 部 凸 空间 Н 
易 验 证 后 者 是 严格 归纳 限 。 

Ө Ж КсО, ШО ВЖК, К,=- К, MEREM 6.3. 
6.4 推出 结论 。 

Ф 由 定理 7.12 四 ,定理 6.7,D(8) 是 完备 的 。 


DA) =Ü) DrD), Dr ха) DO) 的 真 闭 线性 子 空间 。 


因 拓 扑 线性 空间 的 真 线性 子 空间 无 内 点 , 故 Dz (Q) 3 D(Q) 中 
WAR D. Q тр £ AARG EAR DA) 又 是 完 
备 的 ,如 可 距离 化 ,由 Baire 的 纲 定理 , 它 是 第 二 纲 集 , 得 出 矛盾 。 
所 以 D(Q) 不 能 距离 化 。 

© 由 定理 7.12 @ 和 定理 6.5 推出 。 

H @ 和 定理 7.12 @ @ 推出 。 

@ ii © жн. 

Ө 由 四 推出 。 

@ 由 四 推出 。 

$8.3 ж @ шир": 0005-0) 是 连续 的 。 

© 如 28EC~(Q)， 则 乘 子 映射 Saf ж DAD Q) 的 
连续 映射 。 : 
© 如 2ED.0), 则 乘 子 映射 f— gf 是 C~(Q)F>D(9) 的 连 
续 映 射 。 

[证 ] @ BA DCAC) 是 连续 的 。 由 定理 8.2 
©, UER H IDKA) 是 连续 的 。 所 以 р.р» 
ССО), АЯ 8.2 @。 

@ 证 法 与 @ 相似 ,用 定理 7.8。 
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A 


@ HENA 的 紧 子 集 五 ,使 SEEDr Q; BBT: gf 由 定 
理 7.8 是 CUDD EEN 1н TCQ) срк(9); D, Q) 
是 C~(Q) 的 子 拓扑 空间 ， 所 以 了 :C~ DO 连续 ,而 Dr 
(Q) DQ) 的 子 拓扑 空间 ,: 包含 映射 7: Dr:Q)HrD(9) 连 续 。 
所 以 T:C~(Q) 一 D.Q) 连续 。 . 
$8.4 .单位 分 解 定理 #{О0‹8сеВуж О ЖТ Ж 
9, 组 成 的 开 子 集 族 ， 且 吕 = UQ, MEE D(Q) 中 序列 {ns 
nEN YAE: : 
Ф VNEM, 0<%0,<1; 
© Улє, 3B,GCB, 使 supp $n Cp,s 
- © 对 名 的 任 一 紧 子 集 攻 ,存在 开 集 W, 使 上 CcWcAQ, 且 存 
EARRA m=mK), iE 
`Vz€W, фу(ж)+ф,(ж) ++ +{„(ш) =1, 
VrEW, 34121, фь,,(ш)=0, 


因而 тє О,$зф„(т) = 1, 


[证 ] #{В„:лє .4 人]} 是 所 有 球 心 为 有 理 点 、 半 径 为 正 有 M 
数 且 至 少 包含 在 某 一 Q, 内 的 闭 球 的 集合 ,V, 是 与 B, 球 心 相 同 、 


半径 为 其 一 半 的 开 球 。 以 下 证 明 Q= ГУ, 


VYzE9,3BEB 使 YE Ов, Э EHMK e 使 闭 球 B(z,e) 
CAs, WAMA v ER? f s E€Bw,e/3), MJ z€ B(z",e/3) R. 
В(а'/,2е/з)с-В(а,еус 05, ` 
所 以 , 习 ВЖЖ и, 使 В(а',2е/3)= B,, B В(а',е/3)= V,,, 所 


AEV „ий QcUV,。 由 V, 的 定义 QƏUV,. 
所 以 Q= 串 V，。 
`: 由 引 理 7.10;39, ED(9) 使 0<gs<1, ЖУ, ф„=1, 在 


б.с. 


o 45 


B, Fo, = 0, 且 可 使 supp p, c JERR Duo 
R #„=(1-ф)(1-ф;)+-(1-ф„-)ф„, VUEN, 有 
ý, E D(Q)B 0<, <1, 
E. supp #„свирр g,CB,c B,cQ,., 
KUAD, 均 成 立 。 : 
ШК ЖОШ ЖТЖ, ШВЕИ тет К), 449 
KcV,UV.U-.UV,= W, 
МЄ, 36 (1,:: -myi z€ V. її o (z)= 1, 
ени, VREM, 
1-ф-—ф„=(1-ф,)(1-ф,)+(1-ф,„), 
PELA PCL) + ф,(@) +++ р, (2) = 1, 
ран) = (1—ф,)+(1— Pm) pnti-i pnt = бе 
Hi: 以 上 证 明 中 的 В„, V, 还 可 以 适当 选取 , 使 满足 以 下 条 
件 : 对 日 的 所 有 紧 子 集 玉 ， 存 在 自然 数 zx， 使 得 当 这 和 rr В, 
BNK=$。 
取 的 紧 子 集 序列 {K,} 满 足 。 
$= K,CK,cint K,cC K,c int Кус, 
HB а=0к,. 
ЖК Ва, по) н, 
Уп, Ва, cQ, В Ва, о/о) = QƏK,, 
НК, 紧 , 习 自然 数 т, 
Ва, нов) = GOK,= KiNG,, 


其 中 Co=g。 
设 С, 已 取 好 , 它 是 有 限 个 开 球 之 并 ， 


G,=G-,U(D BG, ) (вл 
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Birt, y) CON K-i © (8,4,2) 
UBL, ro /ŅƏKN Gr, С (8.4.3y 
BJ Ci 一 Cr-iU (K NG -DDK 


因 QN K, ERR HARREI ато ri: 
Улс, Biete, r ANK, (8.4.2)” 


Ванта) = QN KDK mN Gi 
因 K, NG, 是 紧 集 , 习 HR mti 


Веч рау K, `` G, (8,4.3)” 
ФС G. [Все иона] (8.4.1) 


则 它 是 有 限 个 开 球 之 并 。 G. D Кү, 
故 对 所 有 的 2, (8.4.1)、(8.4.2)、(8.4.3) 成 立 。 这 样 得 出 可 
数 多 个 开 球 BaP ra /2)N=1,2, Mig =]1 2 3 
局 DBeeere72>DK=9， 
lsi net -l 
S {V} = (Bo r/n 1, moal= 1,26), {B} = 
(BaP r ,并 按 以 下 次 序 重新 编号 : : 
В‹(а{,у{?/2),+- BER 70/2), B(Gt2rn/2) +, 
B(a rp /2y 
MJ BcA, Q= UV 


对 名 的 任 一 紧 子 集 区 ,存在 某 一 ,使 KcUint KCK, 
Жик= т +m, + + m, ` 


则 当 ?>?xr，37 关 1 使 
В, = Bengt? rD CON К ы-у» 


MA, Вока, r) Куз $, 
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Hie, Ват, ш?) n K = 9, 
#р BNK= ó. 
88.5 ROR CONE De, = 1, 
Ф DDE С-9) +. 
@ 六 9) 在 C"(9) 中 不 财 。 
证 O 由 定理 8.4@。 
© н Ф 和 定理 7.8, 如 EC-(9)， 则 按 C"(9) 的 拓扑， 


Хв = 户 而 对 所 有 的 2 9.60), $ fee D(Q), 

© 自 回 推出 , 因 DDCA), 

88.6 Ж BRR KUOA, 则 对 ;= 1,2，…,2, 存 在 
PEDA), 0<%,<1,supp HCA, 且 存 在 开 集 TW, 使 KcW 
C9,#W Жз р 

[证 ] ЕЖ К КСК, СКС, ANK, = 
0... MA ÜA 。 由 定理 8.4, 存 在 刀 (9) HEI), <h 
жп, юня, supp 加 C9un1<i(j)<n+1， 且 有 开 集 W， 和 


ER% m, ë K CW CO, EW, E, Èuit 1<i<n+1, 


考虑 自然 数 的 有 限 子 集 。 
А,={7Є /':1<j<m, supph;C Q,), 
令 C,=A,N“A, UAU e UA), 当 2<і<и+ 1, 令 С, = А, 
如 C, = 9, 令 办 =0, 如 Cs#$, 令 #‹= h, 则 


Sy, = > hi, 
га 


КЫЯ 


Н ѕирр№,С9,,№;:Є0(0),0<%,<1, 
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4 7ЄС„+, ѕирр/; cQ, „= NNK Æ K, E hi=0, Bm 
ЖЕК, 上， És, х. ео, 


所 以 在 大, 上 y= $n- lo 


Ж Ki, WW F, KcWcQ, 在 W 上 六 yi=1。 


$8.7 定理 设 (Y,Q@) 是 局 部 凸 空间 ， 且 7T:D(Q)r-> 了 是 
线性 映射 , 则 以 下 的 @ @ @ 等 价 . 

O TRER. 

© Тіт D(Q) 的 每 一 有 界 集 映 成 Y 的 有 界 集 。 

图 如 {gw} 是 DL9) 中 的 序列 , 且 р„->0, WYE Tp, >. 

[证 ] OS® £ B E (D(Q), Н) 中 任 一 有 界 集 ， 对 任 一 
EQ, qT 是 DO EERE, Ш aT EH, Ae 

supq(T(B))=sup(qT)(B) =sup:qT)(e)<cço, 


故 T(B) 在 Y 中 有 界 。 

@»@ 用 反 证 法 。 假 设 @ 不 成 立 , 则 在 D(Q) 中 存在 某 序列 
{9r)} ,使 得 在 DEQ) 中 ,p,->0, 但 在 Y 中 , Тр, 不 趋 于 0。 故 存在 
某 一 9EQ@，4q(T(g,)) 不 趋 于 0。 因 而 存在 某 一 e>0 和 子 序列 
{pa} tE a Tp Se RMAN і Ro 

由 定理 8.2 @ 和 轿 ， 存 在 只 的 某 紧 子 集 天 ,使 {91.} CD 
(Q), HZ Dr(8) 中 ，pw>0， 由 定理 7.12 @, D. (Q) 中 有 可 数 
的 半 范 基 {ps : NE.f)} 生 成 Dx(8) 的 局 部 凸 拓 朴 , 令 

b,= biV PV Ура, 
则 {z 加 :2E.f} 也 是 Dr(2) 半 范 基 , 生 成 同样 的 局 部 凸 拓扑 , 且 
Ар... 
对 任 一 АСЛ, п. Фифи.) «1/6, 
Зп kSj, W Dil kOn) SDr kpr 0) <1, 
H (kaa kE NJE DOAR, AME D(Q) 中 有 界 。 
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另 一 方面 , VKE К, 
aT kopno) = СТ, 5)2%е, 

ВЫ T (ko... t КЄЛ) 在 Y 中 无 界 。 因 此 @ 不 成 立 。 这 证 明 
Тт @>@. | i 

@=@ 如 果 Ф 不 成 立 , 即 了 不 连续 , 则 由 定理 8.2 @, 存在 
Q EE pd К, WT EDO ЕЮ И Т| + Б (Оу 
不 连续 。 | 

JR DrC9) 的 半 范 基 { 加 :2E.-4A} 如 前 。 则 存在 某 一 4E@, 使 
хіт nE N aT Rapa ik 25.6000), 

ACARO ACAR 

取 pn = 0,/qT(0,) 
则 npp) <1, 1E qT(o,)= 1, 

如 2>7， 则 b (g,)<b,(o,)<1/n, 
内 而 在 Dr Q) 中 lim on=0。 

由 定理 8.2 @,Dxz(9) 是 DO) 的 子 拓扑 空间 , 故 在 D:9) 
h, lm g,=0, 但 在 Y 中 Te, RAF 04 поо, 因而 @ 不 成 


立 。 这 证 明了 @=@, 
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жж 广义 函数 
第 九 节 广义 函数 的 定义 


$9.1 SIE RAED 9 юа, мите @— 
® Ж. 

Ф 4 是 连续 的 。 

AEDA 前 有 界 集 映 成 有 界 集 。 

@ 如 D.9) 中 序列 {gw} KAF 0, 则 Аф„-—>0„ 

@ WQ hi K, 存在 正 数 M=M(K), 非 负 整数 ' 
М= NtK), 使 对 所 有 的 PE Dr), 

14‹ф)|<Мр, кф) = M maxi Dell x 


= M max sup 1Dep(z)1。 


lal|< N 


[证 ] ФОО 的 等 价 性 由 定理 8.7。、 

O40 由 定理 8.2@。 

$9.2 定义 DA) 上 的 连续 线性 泛 函 称 激 如 上 的 广义 画 
数 ,其 全 体 组 成 的 线性 空间 记 为 D (Q), 

$9.3 例 

HO 设 了 是 Q 上 局 部 可 积 函数 , 即 在 2 的 任意 紧 子 集 上 - 
Lebesque 可 积 , 则 Vp € Dr), 


Јола | pf dz 存在 , 且 
|f of 4 |< | еа) Hlarlole 
= М(К)урЇк= МОК к). 
651 • 


жю H of of dz 是 DD 上 的 连续 线性 泛 画 , 即 是 9 上 
的 广义 函数 , 记 成 А, 
ШЕЕ ЕЭ ОО) 的 元 素 名 =0, 则 =0 a.e, (Л, 
乎 处 处 )。 即 如 果 
Veep.O, | of dr=0, 
则 f=0 ае, 
先 证 明 以 下 的 引 理 (D、 如 8EC(9), 有 紧 支 集 天 CQ, 则 存 
在 序列 (P) CD, Q) h KCK,CA,K, 紧 , 在 四 上 Wi-rg 一 
下 收敛。 
_ ]Ё®°хРЕ-1/(1-|ж|1 4 [ж<1, 
ж Joel 当 lzl>1， 


其 中 4>0, 选 k 使 得 | ,7J(z)da= 1。 


H г>0,Ф J.G) = ета (а/е), ],Є DeR2),J,(a)>0, R. 
满足 
м [ае в, Ла) =0, 
人 7eoaz=l。 
ЕНЕ Ra yE Q 5} Z= 0。 作 卷 积 


Сожа) = | Te yey dy 


=Í с Г-у) ydy, 
liz-yil<s 

则 2°. жуа) = {Ја уара, 
所 以 J.*g€C%=¿ (Ra), 


QSR в}, d(K ,R°SNQ)=inf (|z—g|| : z€ K, ус RN 
2}=6>0。 
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.5<6/2 导 就 有 [xg EDR 是， “ч I 
supp(J,*g)Csuppzg+ В{д,е› CK + В(о, 9/2) = K CQ, 
107, ж) (0) -g(2)| = [је сеси gody | 


M 
19 


= ШИЙ 1-а) = 209744] 


` 


< sup. lg(y)- g(2)|。 
HT g 在 人 上 一 致 连续 , 故 
lim J,*g=zg # Q 上 一 致 (9.3.1) 
现 令 to= „х, WERE, lim ф„= g -BRY B 34 n 38. 
分 大 时 (1/9<0/2), ф.Єрк,(9), 
4 Arom, | pf de=0, Zuco, H| zf d= 此 式 
对 任 一 有 紧 支 集 的 &E CCQ) 都 成 立 。 
ЗІЗ (Й) Jyzmn(Lusin) 定理 ， 设 8 是 只 上 复 值 可 测 函 数 ， 
п #25 Ё 上 的 Lebesque WBE, и({&Є Q:g(G)ae0) <, Ve> 
0, 则 存在 有 紧 支 集 的 0 ECA) ,使 得 
u((z€ 2:ф(ж)зе д(ш)})<е, ` 
H сз; sup |3271 <вир |а (а) |, 
证 明 参 看 实 变 函 数论 的 教材 ， 如 那 汤 松 : 实 变 函 数论 上 册 ， 
Rudin: Real ага Complex Analysis, 
H Lusin 定理 即 可 推出 
31200) ажо БНТ, |g| М, supp g= 
ЖЖ КСО, СОО) 中 函数 序列 (g,), suppz,CK,, K, E: 
9 中 某 一 包含 玉 的 紧 集 , le <M, Н grg a.e.。 


如 gg 是 名 内 有 紧 支 集 的 有 界 可 测 函 数 ， 取 以 上 的 {аһ}, 81 
жа), 
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f gs de=0, Mf, gf dz=0, 用 Lebesque 控制 收 全 定理 


f gs dz=f zfae=| вао. 
上 式 对 所 有 在 Q 中 有 紧 支 集 的 有 界 可 测 函数 g 都 成 立 。 
现 设 sgn f(x) = er-iereflz), 当 f (w) = 0 В}, 5 sgof (s) = 0, 
“sgn f 是 有 界 可 测 函 数 ,对 Q T K Ф 
zi е z€ K, 
щёК, 
Ш gx 有 有 紧 支 集 ,所 以 


` f gsf dr= | Lsgn fa feoda 


=f .olaz=o 

BUL Уа) =0%К 上 a.e.。 

因 天 是 只 的 任意 紧 子 集 ， 可 取 台 的 紧 子 集 序列 {K,} 使 
9 =[JK,, иш 

/(ш=0 在 人 上 a.e., 已 证 得 

/=0 之 f=0 #9 Eae.. 

如 把 Q 中 局 部 可 积 函 数 的 全 体 记 作 Li,.(9)， 且 其 中 几乎 处 
处 相等 的 函数 看 作 是 辐 一 个 元 素 ， 则 把 ELCO) 映 成 A1E 
DD) 的 映射 是 LI, (DDO) 中 的 一 一 线性 映射 。 线 性 空 
ELi (Q) 线性 同 构 于 DO 的 一 个 线性 子 空间 , 即 Li, CQ) 代 
ZOBRA DO 中 。 

МО 褒 / 是 如上 局 部 有 限 Borel 测度 , 即 在 9 的 任 一 紧 
子 集 上 测度 为 有 限 的 , 则 Voc Da(O)， 

人 da= | pdu 存在 。 

如 4 是 正 测度 , 则 $ 
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||, ран <u(K)lplz= =4(K)bo, rl) 


WR a 是 复 测度 , 记 ， 1А Жл 的 全 变 分 ， з} 2 的 任 一 зуй 
ТЖ Е, 


ul Es вр] È токот E= R, 8, 98, s sj, 
Е,ПЕ,=ф}, | 
MJ fen <I 


нан он o dp 是 广义 函数 , 记 作 А, 
BECO, m JE ÒWE, ХТ E, 


z 0 4 EEE, 
E= 
м®={ шрек, 
则 Aa, (P) 905), pED(A), 


AREE AULA дүр) = ф(&)„ 
$9.4 定义 W ACD QO), E 
(DA) =- 1) A Dg), g€ DA), 
H $8.3 0, D'AED M, 
$9.5 引 理 0°. рел) = D*A, 
ГЕЈ Voc D(Q), 
(DDAC) = ( -1 рв) Dep) 
= (—-1)!“i(— 1)" ADe Dep) 
= (= 1)!’ +8 A( Dateg) 
= (е 4)(ф), 
所 以 Рр?) = Ре+в 4 
89.6 定理 设 了 是 [0,1] 上 连续 不 减 函数 ，Q= (0,1), 
在 (0,1) 上 定义 一 测度 u, 使 对 Га,5]с(0,1), 
n([a,b]))= fib) - fia), 


. 55 。 


则 Ра, Е Aso 
[证 ] 设 pED(Q), 则 VzE(0,1)， 
фб) = fr， 
. 
1 1 fx 
с Аир) = [с auca = || dac) [е ард 
= |, av | e duw 
Ыы У 


SSESD- 7ар14у 


= -fiw Ху) dy 
= (DAP). 

所 以 ра, = A,, EP. 

一 般 的 DAí Ар» 


设 了 是 连续 不 减 函数 , 则 DA, = Ap: 当 且 仅 当 ， 
Vee pe, [o аша) = | om Dod (9,6,1) 


其 中 人 是 上 述 的 由 三 定义 的 测度 : 4([a,5])=f(5)- f(a)。 
对 (0,1) 中 任 一 闭 子 区 间 a,b], BARE R 
_f1 щЄГа,б], 
иы = {| w шёГа,Ь], 


则 асо dua = аас) = f- fa, 
$ a 


H $9.3 BJ O 中 的 引 理 (1), dii, wo, EDA), Q=(0,1), 
Ул, |ф„(ж)\<1, SUPP P CEC, dIC(0,1), фа» фаъ» а.е.» 


则 f oodua f’ pu adua) = fab = fae 
如 (9.6.1) 式 成 立 , 则 
| о, юа) = oa) Df )(z)dz， 
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$ n>, H DIEL NARE 
fb- /‹а)= |w, BORIO de= | (Df odr, s 


由 于 5 的 任意 性 , f 是 不 定 积分 ， 因 此 / ЖЕ llk 8. 
反之 ， ш го, LIERNA, YpEDA),, 分 部 积分 公 
式 成 立 ,， 
а f вуда, 
Ep он Эл;= р: 
所 以 ， I S ESRAR OVERHEEN, 则 


DA= dnf 和 > 三 绝对 连续 。 

但 是 存在 连续 环 减 函数 B(z)，6'(z)=0，aje.，@(1)- 
8(0)= 1>0= | e'(z)dry8 不 绝对 连续 SARNE ER 
数论 第 八 章 8 2 未 尾 )。 

MR f = Ө, РА, Apre 

89.7 ЖШ -Hf ECMA), W4 |a| «тв, D'A, = Лоу, 

[证 ] YpEDiO)， 

D*A, p) = (= oef Рав 


= {раз лое), 


2 D'A; = Лау, 

59.8 ЖХ Ж7ЄС-(0), AEDA), нА 8.30), p> 
Ag 是 了 (9)h>D(9) 的 连续 线性 映射 。 故 映射 mr>4(o) 在 
DQ) 上 连续 。 因 而 可 定义 无 穷 可 微 函数 f I хажи 
积 4€D'(9), 由 表达 式 

(РЛ) (Фф) = 40у), ФЄр. 9), 
39.9 ÆR B LECKA), AEDA}, i€{1, = ,d} 0 
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Рў = DIIA+FDA, ` ` 
же ЫЗ Л 2-й. 


гж) k'u a 
DSA) = - СЛР) = -Af Юр)» 
((D.f>A)(@) = AD, fep), 
(f DA ф) = DM fe) = - AD Sfp) 
=- A(D,f-o)- ASDP), 
所 以 DfA =D, f) A+ fD.A, 


第 十 节 广义 函数 的 局 部 化 与 支 集 


` 81044 жи W AGA CDQ), 0, 是 日 的 开 子 集 ,如 时 
E Н зирррс 2, ,{{ А,(ф) = A,(9), 则 称 在 人 ,上 

= 4, 

510.2 ЖФ 如 4 是 各 上 局 部 有 限 的 Borel 测度 ， 则 在 
Q, E. A,= 0 等 价 于 对 0, KATWE Е, 4{E)=0, 也 等 价 
+ 10100) = 0, 1а 是 4 的 全 变 分 。 

HO 如 三 是 如 上 局 部 可 积 函 数 , 则 在 О, 上 A= 0 等 价 于 
# 9, Е, f =0 a.e.。 ; 

810.3 Ж BA, ЖОЛТ, УФСр‹О,), TE p й 
A, EANA, ES o= 0, ЕЕ p € D. Q;- Wifi DA) 
ср‹9), KAD Ен ЖИРЕЙ НЕК, PREDA) 作 
为 局 部 凸 空间 (DLQ), 召 ) 的 拓扑 子 空间 , 记 作 (DG H| oos 
另 一 种 是 作为 子 空间 族 (D, Q, : K E CQ, 的 归纳 限 局 部 凸 空 
间 , 记 作 (D(9,), 百 ,)。 一 般 来 说 ， 这 两 种 拓扑 是 不 相同 的 ,因为 
ЯТ О ЕТЕ К,К (О,ж—ж#Ж Q 的 紧 子 集 。 

设 I:(D(91),HD)P(D(Q), H| oo) жіби. х 
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A, 的 任 一 紧 子 集 玉 ,7 在 Dz(Q,) 上 的 限制 为 Цоо? 09а, 
HDQ), H] оо). BARH Ёк Ркооњр,а) 连续 ， 
包含 映射 hx:Dx(Q)H>(D(Q), 吾 ) 连 续 。 故 包含 映射 hr。 
hr Dr DHD), H) Ж, MALI ooo DrD 
DAD, H| wo ) 连 续 。 因而 由 归纳 限 拓扑 的 性 质 ，7:(D(9D， 
HODA), Hivo ) 连 续 ， BHH Н (D(A,),H,) 强 于 
(DA), H) 在 D(9,) 上 导出 的 子 拓扑 《DCQ7), 有 HTpeo5)。 以 后 
DQ) 都 是 指 归 纳 限 拓扑 (DCQ1) ,及 ,)。 НОЕ а 
h: (DKA), H HDA), H) 是 连续 的 。 
VAED’(Q),Alpio,= 4° h E DA,); 

因此 认为 D'(9)cCD'(9,), 但 这 里 的 包含 映射 不 是 一 一 的 ， 即 可 
EH Л, AEDA), Ai% 4:48 А,| ид, = Al осо 

НАХ 10.1, AA EDA, EAR JF f fE Q, ЕЛ, = 
4， 即 限制 在 PA +, Аро» = Alpa 

#10. 4 定理 HA- ШЕ у ы + 86 B,Q, 是 日 的 开 


TRE AED Ae), Нч а,8Є В, n Q, ti, 
Aa [noa ao, = Aslsosao9 » 
(这 种 情况 也 称 为 在 Q. n Q, E, A。= Лв), ШЕЕ КЄ 
DA) 满足 :对 所 有 的 BEB, 在 Qa E A= Ass E A] оов = Ав, 
[证 ] # S 8.4 的 单位 分 解 定理 , 取 0.0. >0, supp ус 


9,, Shen | | 
先 证 明 存在 性 。 定 义 Ao =È Авф), 对 任意 固定 的 
?ED(9), 因 suppe $ ОЮ ЖТЖ, PEERK m=m o) tk 
Aip) = Ў Лар), Ü 


Ч {>т(р) B p, ЖЕ supap 上 为 0, 记 以 We=0; 在 9 上 。 区 
. 59 • 


此 p= brs 
如 pED(9s), 则 bgED(9an9oD， 
Аср) = ÈA) =È As фр) 


= А8 (È po )= Ав(ф). 


所 以 在 Q, E, A= Ass 

; 以 下 证 明 所 定义 的 4 是 连续 的 。 设 在 D(9) 中 ,序列 (Ф. 
AF 0, HEH 8.20, FEN HR—RTRK, Vn, supp o, C 
K, HÆ Dr(9) H, g,—0, X4F4#Em=m(OK),B: 


8.= Ў вор, ЖГ m Ray, 
А) = Ў? Лье). 

因 在 Da(9) th, lim pip, = 0,4 К,= К Nsupp p W Күс 
Оз, PPn E Dz,.(9Q,,) BÆ Рк (9) 中 ， т фф„=0, ЖЖ 
DAs) 中 ,lim фар, = 0， 所 以 lim A(8,)=0。 因 此 A 是 连续 
的 。 

以 下 证 明 唯一 性 。 设 有 另 一 个 4E D9), WE: 在 Qs 上 
A= An 则 

Ле) -AŽ po) Ziwe 


= Лр) = Д6). 
所 以 A= 4。 


$10.5 定理 设 4ED'(8), 则 存在 中 的 最 大 开 子 集 Q 使 
在 Q。 上 4=09。(9, 称 为 4 的 怜 化 集 ) 
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[证 ] 设 (9Q,:0€ B) 是 所 有 在 其 上 4=0 的 马 的 开 子 集 
Q, 组 成 的 集 类 。 只 需 证 明 在 ,| ]0в= 0, 上 ,4=0。 设 pEDO)， 


виррр= КО, 由 单位 分 解 定理 8.4, m= m. K), 存在 
Фәй obm EDCA) BBnE B, iE SUDD үс 25,, 在 包含 长 


КРЯКИ Е, wet, фе ee, K Supp HPA, 
AC.) = 0, 所 以 f 
Aip ЎА) = 0. 


ЖӘ, E A= 0, 
$10.6 定义 设 4ED'(9),9, 是 A 的 零 化 集 , 则 QS Q, 
称 为 4 的 支 集 , 记 作 supp A R Sas KREO h ОНАЙ... 
§10.7 1а Ф йж ФЄ D: A ,supp pN supp 1=ф, WJ 
Ac) =0, : 
© 如 supp 4=$; 则 4= 0, ем 
© 如 VEC“(O)， 在 supp А ЖЭКА (ÈA supp 4 的 
开 集 ) 上 , y=1, 则 pA4=A。…， p 
[证 ] @ 4n suppe П51рр =, м Supp p TON supp A 
=Q, 1 Alg) = 0, 
© 由 @ 推 出 。 
@ 设 在 supp 4 的 开 邻 域 C 上 ， = 1。 则 yeeDo)， 在 G 
+, @-#ф=0, 
‚ ѕцрр(ф- во) CON GC supp 4- 9, ` 
所 以 Alp- yp) = 0,8 Alp) = (4) Сд). 
510.8 定理 设 4EZD(9),supp4 紧 , 则 ， 
© 存在 正 数 M , 非 负 整数 N 和 紧 集 LƏsuppn A,LCQ, 使 
对 所 有 的 pED(2), 有 Ы 
LAP] <M br зру, 
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@ 存在 唯一 C-(9) 上 的 连续 线性 泛 函 4， 使 4 在 DME 


ВЯ До = А 
[证 ] 由 单位 分 解 定理 8.4@, 对 紧 集 supp A FER У, 
#ЁзиррИис/ cA, Е m A Yih Pn EDA), ШЕИ E, 
Pitt +ўф,„=1, 
令 ф=ўф + фаз 
Єр), НЕ 上 =1。 
令 L=suppy, W LW >supp И, 
I Alo. о, 是 连续 的 , 故 存在 M.N 使 
VSEDLA), |A(f)| SM'p, (fy, 
由 引 理 10.7@,y4=4, 所 以 , Vo € DA), 
14(9)| = | А(фф)|<<М'/ф» (фо) 
<M’2 by О ф)Ру б\р) = Мру p) 
© HZ 8.2@, Seyf CADDA) 连续 的 ， 故 fr= 
Af) ECA) 上 连续 线性 泛 函 。. ША 
ЖЛ), ЈЄС-‹9), 
则 广 是 C<(9) 上 的 连续 线性 泛 函 , 当 pED(9)， Xp) = Лр) 
= (4)(9)= 4(9)， 所 以 4jwo = 4。 因 р) ЕСО, 
放 了 是 由 A 唯一 确定 的 。 
$10.9 定理 定理 10.8 加 的 逆 定 理 成 立 。 即 : W> J 
C”9) 上 的 连续 线性 泛 函 , 则 >], 是 有 紧 支 集 的 广义 函数 。 
[证 ] 设 了 是 C~(Q) 上 连续 线性 泛 函 ,由 定理 8.2@， 
ZlpwED', D, NEER M, Мяоюжт K; 使 得 Vie 
c, 
|Z0)1<Mpy {PM sup. ID: ayl, 
如 ve D0) ,supppe ONK, 则 在 人 上 ,p=0,D'p =o, 所 
62» 


5 


以 Slp) = 0, Z PER QON K, > 的 支 集 supp > 
SANAK supp 2 ERR K HODAT KUERE, 
$10.10 引 理 É K QMT E, NEEME 2 


= =.0..0_ , 则 存在 党 
T=D:sD, = goegi , 则 存在 常数 二 ,使 


1 | 
Урс DKO bu к). IT tipla) |42, 


[证 ] 设 @ 是 边 长 为 的 d 维 立方 体 , ЖООК, үрс 
Dzx(9), 可 延 拓 成 Dr(94) 中 的 函数 , 即 在 АХО 上 定义 区 = 0, 
M YzEQ， 

v= f Tody, 


所 以 а) |Т#|= | [Те], 
° к 


Гл [ўЇх = sup lz)1< f IFØ] (10.10.1) 
BEMS, ITH 即 表示 人 17wte)ldn。 

VYzEeQ@,，39%E3Q(Q RUR), ë le- y| <s/2, 9A 

|0(z)] = 10а) — yy)] <- IDD Ap zcQ， 


ЕГ ўЇк<-5-ЇЮ,|х» 


в ; ` 
Ivl < (T) р, (10.10.2) 


й ає № Н [а] <, 9 (10.10.2), # #= Deg, B= (N, 
5.№-а, 
Пр (5/2) Тур 
故 由 (10.10.1), 
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[Рр]к<(з/д®ё-'\] 7, 
对 所 有 满足 la| <N 的 a 取 最 大 值 , 即 得 
Рк) 1791, 
8 10.11 引 理 BAE DO) 上 的 连续 线性 泛 函 , 即 满足 
条 件 :存在 数 M,N, 对 所 有 的 oOcEDr(Q)， 有 
14)1< М}, (Ф), 
ПЕ K 上 有 界 可 测 函 数 5, 使 得 


V9EDx(Q),A(9) = |а. 


[证 ] 令 已 是 Z!( 天 ;的 线性 子 空间 Ts+iDx(9))。 由 引 理 
10.10, ЖШ ф›,ф.Є Әк‹(О\, Тун, = Т" o,, WH AG) = 
А‹ш ,因而 在 五 上 可 定义 一 个 线性 泛 函 如 下 ; 

ШЕЕ, ИЕ ЖЕТУ f i pE Dr) EUS) = 
AG), HO) 的 值 与 9 的 选取 无 关 ,而 由 唯一 确定 。 

这 样 定义 的 卫 满 足 4= 且 。TXt!。 对 所 有 的 EE, H 3| B 
10.10, 有 

MPI 105 Tp] = |4 p |<LM[| IT] 


=LMIfl。 
DLE ISl AR S ELK) 中 的 范 数 。 — 
用 Hahn- Banach m, Ft LK) ERREZ в У, {й# 
得 Sls=I7, 且 3l<LM。 
IH L 的 对 侦 空间 的 表现 定 现 ，3gEL~(K) 141. 
LM,H Vf é LK), š 
от |„/е, 
所 以 Voc үй), 
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Ap) =N ° тхо) 5e o Trapi Í 0н), 


$10.12 定理 it A Æ 0,0) 上 的 连续 线性 证 函 , 即 存在 - 
数 M、N， 对 所 有 的 gE (02), |4-ф\|<Мру к\ф), М 
SECA) 使 得 

VoE DA), Ap) =| ATO 

[证 ] 设 &g 是 由 引 理 10.11 所 确定 的 函数 , 延 拓 g, HEK 外 

&zg=0,% 
fay=| gady, r€ Q, 

此 上 了 即 满足 定理 结论 的 要 求 。 


811.1 定义 设 4ED’'(Q), 如 存在 非 负 整数 入 ,使 得 对 

所 有 的 紧 子 集 五 ,存在 正常 数 M = М К.Н Єк), 

ж ; 

14(ф)|<М‹(К›ру к\ф), 

则 称 4 是 有 限 阶 的 。 具 有 上 述 性 质 的 最 小 的 入 称 为 4 的 阶 。 
$11.2 Ж 89.3 中 定义 的 Ay 和 A, 都 是 零 阶 广义 函数 。 
$11.3 定理 如 AED'Q) RARER sups, WJ 4 是 

有 限 阶 的 。 

[证 ] 由 定理 10.8@。 
$11.4 ж 如 4ED'(9)， оя WARRE 

集 , 因 而 是 有 限 阶 的 。 

$11.5 定义 MECA, EZX AEDA) ШТ, 
` 8) = 08), PEDO). 

ж 8 11.2,6: 是 零 阶 广义 函数 。 

° 65 • 


811.6 引 理 设 A1,…， A. A 都 是 线性 空间 X EERTE 
泛 函 , 则 以 下 的 @O.@.@ 等 价 : 
Ф 存在 数 АА," sÀn 使 得 
A= Art AA+ e + 1.A,.. 
© 存在 正 数 +, 使 V7EX， 


14(в)| <r шах | A(2)1, š 


@ A) = 4,(z)= = 1,02) = 0=> A(z)= 0, 

[证 ] @>Q@,@=>@ 显然 。 

@>@ HKE X WAR EN л. ХК" MF: 

alw) = (AlE) AKE), 4,02), 

W aw) = aa), W Awa) 0i, 
ЖН ©, И2-27) =0, AE) = (27), 

GX = (0.00), Да) EKC X), M| aX) 是 
K" 的 线性 子 空间 ,在 rX) БЕХ ЕНЕ F WF: 

如 (Uig Un) ERX), 则 а Xs ii (>l gUn) = aT) = 
(Aa), Anl X) Еи, ta Ua)= AE), 
F EEL КАК z К JR, H. 

(F °л)(х) = A(z;, V: CG X, 


所 以 Fonas, 
TEF ЕЕЕ ЕИ К", Е F WEER AEK, < 
i<n, 使 
Fp ptn) = ht ha, ts ta ЄК", 
Ж Ла) = F(x(@2)) = ЕЁ А,(®),+,4„(ш)) 
= A,A (T) +++ + A A (TD), 
所 以 А=А,Аү+ з + ÅnrAno 


$11.7 E 设 4ED'(Q), ECN Hsippsh= {8}, Ж Л 
J N MAKAWE lal <N 的 2， 存在 常数 4。 使 
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а= 有 „рд 


[证 ] 由 引 理 11.6, 只 需 证 明 : 如 wpED(Q), 且 对 所 有 满足 
lal <N Hj @,(Ю°д,)(ф) = 0, WA А09) 0。 

Vr>0; 以 5 为 球 心 ,7 为 半径 的 闭 球 BE, r) 简 记 作 K, W 
3>0, 使 ,CQ。 由 定义 11.1, 习 M= 人 MM(s)>0, 使 

YepEDr,(9)，|4(9)| <M р» к,(Ф)ь 

ж В R 中 的 闭 单位 球 , 取 EDa(R*), 使 在 0 点 的 某 邻 
域内 y=1。 

VrE(0,s], 定 义 办 EDr:(Q) WF: 


ва) = 5), тє, 


因此 在 supp4 = (£) 的 某 开 邻 域 中 , 加 = 1, ШУ 10.7@， 
-*, A= A, 

KR, 700,51, pe € Dz.(Q), 
[4(ф)| = | 4(ф,ф)|<М Юр» к,(ф,ф) = Mbyx,z,(0,9) 

ү (11.7.1) 
以 上 的 M 与 s 有关 ,与 7 开关。 v 
以 下 证 明 : 当 7>0, br r, (pp) (11.7.2) 
由 Taylor 8, Vz€ К, 3y CLE e] iE 


lpo) <r, 2), CDP Ewa -&)\, 


(aita, + +a)! 
其 中 Ca ala,- agl 


» 


Ey Iolra o 5), С.а 61е аа gale 
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= рк (X leid Y 
<hr? r pdre- El 
< HBra rb), 


所 以 “ lolle, <ra Ру кое), 


类 似 的 ,如 181<N, 则 有 
12815, 


用 Leibniz 公式 ， 


-l л За 1009р A (0)。 


Dr(yp) = BMD pin 
S а\__ a ША ТЫ | 
其 中 (8) = вариа СРУ 

对 记 有 满足 1a| <NN 的 a，. 


Шева S (2) Пре. Drple, 


(8) sbs КУ ре sp- Wy r,(P) 


= z( Jar РАЗИЯ lai py a) ра, к.(Ф). 


za 


故 存在 与 7 无 关 的 常数 4, 使 МУС (0,51, 
Dy,r, (%0) Sabr, z (p) 
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因由 假设 对 所 有 满足 lal <N Hy a, DoE) = 0, 所 以 
ЁЙкх,к,(Ф)->0, ?Ң 7-0. 

ЖК (11.7.2) 式 成 立 。 由 (11.7.1) R, 

4(9)=0。 定 理 11.7 证 毕 。 

$11.8 定理 设 4EZD'(8) 有 紧 支 集 sapp 4, BAR N 
价 的 ,又 设 耻 是 满足 supp ACVC8 的 任 一 开 集 , 2 a J: d аі 
数 (N+2,…, 入 +2), 则 对 每 一 8<a， 存 在 faEC(Q) ,使 
‘Supp feCV, 且 | 


A= 加 Dedro。 


[证 ] WAR W tE W МЕН #@зиррИс/ссу, 
ШЖ. 1.1,## М = М0, 
~ VØEDKA), |40ф)1<Мру#(ф) 
由 引 理 10.11 的 证 明和 定理 10.12, 存 在 / € C(Q) 使 得 


VoEDK A), Ap =f AT. 
由 单位 分 解 定 理 8.4@, 存 在 WED(Q), 在 supp И 的 某 开 邻 
域 上 y=1, 且 suppcCW。 由 引 理 10.7@， 
VpED(O)， 
AG) = Ap) = | ATI) к 
= [„/ Южо), 
由 Leibniz 公式 ， 
Аф) = {75 (5) DrD, 
令 fa=(- ($) рер, 则 
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ORE D” лор 


<a 


=PO D'A Dp) 


-BD A) 0), 
所 以 а= D'An 
且 зирр/ сИ cV, 


$11.9 定理 设 AED’'(Q), 则 对 每 一 d 重 整 数 <， 存 在 
&8aEC(Q), 且 对 日 的 任 一 紧 子 集 区 ,存在 4d EER Вк, 使 得 

@ supp gaN K <$=a=<Bk; 

@ VEDA), Alp) = EDA) (9) (11.9.1) 


[ 注 ] 如 aR, ovos M] SUPP La Пѕиррр = G, W (D4) (9) 
=0, 所 以 (11.9.1) 的 右 端 是 有 限 和 。 
ЧЕ) 由 单位 分 解 定理 8.4 及 其 注 ,对 任 一 自然 数 i, RBI 
球 ,9， 人 得 Vs 是 半径 为 其 一 半 的 同心 开 球 ,而 2= ЛУ, H 
О К, ЧЕ СК), 使 得 
¿>n(K)= B.n K =ç, 
B: WEDO), 0,1,5) w = SUPP #,CB,, 对 日 的 紧 


+# К,{ ДЕЛЖ W r të КС СО, ЕҖЖҖ m. (4 W z 
Е, 
уф ра =l, 
Ч ¿2 mk], 则 在 Wx 上 y= 0。 
Ў „сирру, + + Pme) M 
Pit pat + Pm EDO), 
ОНТ. 
Н 11.4, 对 所 有 的 ¿, 
Supp 0,4Csupp #,сВ,, 
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从 而 ,由 定理 11.8, 34 Жас, H Vasan Afia ECA, 
supp/,.CB,, H | 
pA => DA... 
记 I=n(W к), 
定义 Вк = а, Ма, "Уа, 
I =шах(а,,а„, 381) o 

以 上 max 是 对 d 重 整 数 集合 Ni 上 的 半 “<” WB, hm 
a=(a, aa), B= (bis b4) W aV 8= (max(a,,b,), +, 
max(aa ,ba))。 

Waka, % f. = 0. 

Ф ME a, 如 五 是 2 的 紧 子 集 , 则 

i>n(K)=B,n K =$=suppf aN K = $= Ж КЕЎ, а= 


因而 ga $ So E O RE RTR 天 上 是 有 限 和 ,因而 是 
有 定义 的 , 且 在 КЕ, Ж Рк Блан), 
а= Л» 
设 SUPP g. K= $, , W| Ж z €supp g, П K csupp g, ñ 


Ук, 心 存在 iE{1,…,l} 使 ZE supp f 4,。 如 果 不 然 ， 对 所 有 的 
ї=1,2,+°, l, ®Є SUPP fias FETE @ А UCE) N SUPP fia 


=ó, HF WJ z WBR KHR Оа), Г) U, (2) = 


V(z) 仍 是 x 的 邻 域 ，ViE{1,… ÆU) E, fia=0, 因而 
Sa=0， 与 VE suppg, 矛盾 。 所 以 一 定 存在 某 i€{1，…，, ДЕ 
z€ SUPP fia HM aas Й а<Вк, 

© # p€ D(Q), & K =supp p, 对 所 有 的 cy 


1 
gaD'p= Zf, Deo, 
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ъй DAND = IDA, 009), 


1 
,BPA = DOD, DA) P)» 


уіє{1,--,0, 
ш а,<0к, В аа, WA foo= 0 


жох Оло) = DDA a) 
а<й =а<а, 


= Ap) = AG). 

WERA Р бетк, BH p>l=xn (Wy), АРА i>l= 
aW к), _ 

supp №, ПѕиррфсВ, П КСВ, П W. = Ф,0.9 = 0, 
i>mr, ф.ф= 0, 

1 Р тк 

йш (Хр )=A(D96)=4(3 vo) Ао). 

$11.10 定理 设 4ED'Q), 且 44 是 NN 阶 的 , 则 对 所 有 


的 a<(N+2,…,N+2), 存在 gaEC(Q), 使 
Az D'A 


ауте, Ма) 


[证 ] 广义 函数 ,A 的 阶 数 < 入， 所 以 由 定理 11.8, 在 定 
理 11.9 的 证 明 中 可 取 所 有 的 a = (N+2,…,N+2)， 即 推出 本 
定理 的 结论 。 
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第 十 二 节 ”广义 函数 的 收敛 性 


812.1 ЮП) 上 的 拓扑 
对 线性 空间 DO, 赋予 弱 * 拓扑 cCD'(9),D(O))。 即 对 
D(9) Е F = {pispa} ,定义 
~ DA = Ва) = тах ACO], AEDO), 
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则 :pr 是 DA) ЕЁ, 
令 ` P=4pr:F H DO p HARE), 
则 卫 是 D'(Q) 上 的 半 范 基 , 由 半 范 基 可 生成 局 部 凸 空间 (D’(0)， 
HP); 此 即 是 DAQ) 上 的 弱 % 拓 扑 o(D'(Q),D(Q))。 如 用 
网 的 收敛 性 来 表达 :: С 
网 A—4€= Vo DCA), Аф) Аф). 
对 任意 固定 的 gED(Q), 如 记 
` JZ¿XAYy= AG), AEDA), 
WJ, Æ DA) 上 的 线性 泛 函 , 则 以 上 定义 的 DA) 上 的 拓扑 是 
使 所 有 .J。(0ED(2)) 连 续 的 最 弱 的 拓扑 ， 琴 而 记 作 o (D (Q), 
р(9)), 
在 定理 11.9 中 的 4 = -BDA,, и® л> 94, 无 穷 级 数 
按 以 上 定义 的 D'(9) 的 拓扑 收敛。 
$12.2 引 理 对 所 有 的 a€E Ма, 映射 ADA È Do 
EDA) 的 连续 线性 映射 。 j 
[证 ] 对 任意 的 自然 数 7,91,…,p,E D(9)， 
© Poumo D'A) = max| "Аро 
s = max] АР) | = ‘Poop рае. («Ў 


БЕ 3 定理 i(A,) E DA) 中 的 序列 ， 且 设 Vo € 
DA), mA EE, 则 有 A€ D'(9), 使 对 所 有 的 aE Na, 
BDO) 的 拓扑 ,De гл, 77 

[证 ] VEDA), 定义 А0) = lim 4, (Ф), BRAT 
рд). Ей ЕШ, ЧҮГЕ ТҮ Урєрк(9), 

уа о юриб окоо) e tiy 
但 Dr(9) 是 Freghet 空间 ， №. {2411 的 Banach-Steinbauss 
ЖШ, А] юса, 在 рк) 连续 ,所 以 AC D'(Q), 由 引 理 12.2, 

* 73 ғ, 


D'A, > D'A, 

512.1 定理 如 在 DA) Ф, А> Ае, # C QO £ 
Jos ШЕ DQ) 中 y, A, fiho 

[证 ] 任意 固定 9E DLQ),YfEC*(Q), 由 D'(Q) 的 拓扑 
ЕХ, ЧАЙ AA Sp) 是 DDC (复数 域 ) 的 连续 线性 映 
射 。 另 一 方面 ， 对 每 一 固定 的 AE D9), 映射 SAS) 山系 
8.3 @ СОС 的 连续 线性 映射 。 故 映射 

(A, fiA fo) Ж DD) C=(Qy-=C 的 双 线 性 映射 旦 分 
列 连 续 。 

因 C~(8) 是 Frechet 空间 ， 由 $ 2.12 关于 双 线 性 映射 的 定 
理 ， 

A(f p> fo fop)» 


ЕШ СА, ур), р), VOED), 
由 DA) 的 拓扑 的 定义 ,在 DA) 中 ， 
-Add 
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$13.1 定义 如 是 有 R?* 于 函数 ，Z€E RR:， 定 义 平移 映射 
Tz 如下， t O 
* (т,иубуу®и\(у-@), w€ R: 
定义 关于 零点 的 对 称 映射 ( 反 转 ) V 如 下 ; 
| ly) =u- У), УСЕ“, 
m ти Cit, ` r: D>D, 

: Vret, 7 V DeD, ; 
AANDE ee =CXR?),D= DR’), 
із жузе, AC Ds рк); ;定义 

1 GAD = Arip ЄВ, ` 


414 * 


列 r:4ED。 如 4 有 紧 支 集 , 则 rz4 也 有 紧 支 集 。 


$13.3 定义 如 果 4ED'pED . (13.3.1) 
RAED ARERO AEC), pEC™ (13.3.2) 
MH Faks 64 上 的 数值 函数 Аже: i 


(4#g)(z)= Атр), z€ Ra, 
-4x#4 称 为 广义 函数 4 SPEER o WER š 
六 意 ， 当 条 件 (13.3.2) 满 足 时 ，r%EC”~,，A(Ts%) 理解 为 根 
据 定 理 \0.8 О), 把 4 唯一 确定 地 延 拓 成 С" 上 的 连续 线性 泛 函 ， 
aiiin A. 
如 cnr2y 则 Tarp, 按 DRO 的 拓扑 。 因 而 A(r,.8) 
>A (т,ф) Ар. 


(Аж) (а) (Аж) (а), 
所 以 Arp 9 上 连续 。- 
$13.4 5ш @ 如 /在 RR 中 局 部 可 积 , 且 gED, 则 
Axp=f 9 (13.4.1? 
上 面 的 J * p АНАА 


СЫ Әу) dy, 


© in f # R Е р 0p EC=, 则 (13.4.1) 仍 
成 立 。 РКИ 
[证 ] ҮСЕ", 


AAPA фу={ урус айу 


= f. IOKE- dy=(f* pa). 


$13.5 定理 ЄЮ", 13:01) % (13,320, 
@ т,(А®ф) =(т„А)#р= A gy) 
© 1xqgEC”， 且 对 所 有 的 ag Na , 
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Dr(4xp)=(Dod) 关 0=4X(Dep)。 
[证 ] 设 (13.3.1) 成 立 。 
Ф УуСЕ“, 
ту-,# =т-„ (туф) =т,(т,ф)", 
所 以 ACGy-,9) = А(т-„ (туф)) = A(T (rp)") 
即 (И+ж#ф)(у-) = (TA) (туў) =(А+#т„ф)(у), 
EP (z,CA29)) (у) =-((т„4) EP) Y) = (Až TP), 
所 以 т.р) = (z, A) x p= А% (7,0), 
© Ж1іЄ(1,.- „дег і PERH 1, 其 余 为 080 d Wy 
ЕБ, К =suppo iL = K + 800,1), А Е lAl <L, 


定义 ps= ka - Dp, 


显然 puE Dr = Ds(R'), iH Taylor 定理 ， 


Px,r (pr) <: | Dyts, P) , 


因而 当 h->0, 在 Ds 中 ps->0, 所 以 在 D hka, А r* 是 连续 
的 , 故 在 DD 中 , tzpy>0, 当 有 ->9， (2.00) 50, 把 9 换 成 
ë, BAN до, O, ы. 


Акам) 10-р, 
> га) рУ ОЕ 
即 етае (дев AR > д р), 


而 - 40. рф) = - А). 
= (роб) 
=(:4%0ф) (ш), 


76+ 


还 有 -A DD) = -A De®) 
= AG, (D.g) ” ) 
=(4%*Рр,р) (с), 
所 以 Di(4xg)= (D.A) жр= Аж (рар). 
用 数学 归纳 法 可 证 得 
D(Ax9)= (De4)#0=4X(Dep)。 
在 '13.3.2) 的 假设 下 类 似 地 可 证 明 @、@。 
51.6 定理 @ 设 A4ED', 则 gr>Ax pÈ DeC ж 
RRENA, 
@ 3д4є(С=)/, Шар СЪС" 的 连续 线性 映 
射 。 
[证 ] BX A R° hi£—E,o,.,o € Dz E Dr H prp, 
HAžp>f EC н йуу, Va € Ra, 
Ta 和 ~>z 当 ЕР, 
HAA pn) (2) = А(т„ф„)->Л (r) = (Aw 0)(z), 
这 样 Awo,—A* 0, ER ERARA NI Aw o= f, 
以 上 证 明了 Фао D>C” 的 闭 线性 映射 。 因 Dr 和 
‚ С” 都 是 Frechet 空间 , 由 而 图 象 定理 【8 2.13) 推 出 Л x p 是 
DeC” 中 的 连续 线性 映射 . 因 KK Ва 的 任意 紧 集 ， 由 定理 
8.20, Ф» * p 是 РС" 急 连 续 线性 映射 。 
© 的 证 明 类 似 于 O, 但 不 薄 用 归纳 限 拓扑 。 
$13.7 定理 @ 设 14ED’, WJ bh YLA xpi D> 
Се 中 的 与 平移 可 交换 的 连续 线性 映 对 , 即 满足 ， 
ҮСЕ, z,L = Lr, (13.7.1) 
© їп L; D--C: Ri) 是 满足 (13.7.0 的 连续 线性 映射 ， 则 存 
жж лєр’, 使 得 . 
Ve eD,Lo= Ax9, 
Bm L(D)cC=, 
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[证 ] © 由 定理 13.6 O 和 定理 13.5 @ 推出 。 
@ $ A=ó,° L° “ED, W| Vz € Rš, 
‹(Ажф)(ж) = AGz.0) = 1607,0) 
= 8,17т-,р= 8, = (Г) (т), 
所 以 Ажф=1, 
Җ—#. УФЄр, 4, *ф= 4.0.000 = (а.ж 0) 
(0), Ap) = Ap), ЦА, = A,。 
$13.8 定义 HX RREZE, X EXA, AX 
上 线性 泛 函 全 体 所 组 成 的 线性 空间 ,对 励 " 赋 予 局 部 凸 市 扑 o( 瑟 *， 
X), MH X 中 任 一 有 限 集 政 = {fz z.) ,定义 天 "上 的 半 范 ， 
Prl) = b...-...(2) = maxa (а) |, ЄХ", 


P={br: F H X HERR), 
ЙИР X° ERER, ARNA, HP)) 的 拓扑 称 为 
сХе, ХКО). 
ШЖ ЄХ, (а) 3225 H FE ЕНА, 
(J (2)) (2) = (2), z€ X°, 
Шосе, X) Æ X° 上 使 所 有 JO) (z € X) 连续 的 最 弱 的 拓 
扑 。 j 
J Woh ХЕХ 中 的 典 则 映 筑 。 
$13.9 引 理 i X° ШК o(X°,X), (X°) R X’ 
的 拓扑 对 偶 空间 , 即 Хе 上 连 终 线性 泛 函 的 全 体 组 成 的 线性 空间 ， 
了 是 ХХ 的 典 则 映射 , 书 - 
(X°. J (X), 
[证 ] 显然 ， VrEX, 
100) 07) = |z'(z)| = P,G2”), 
所 以 Ја) ЄХ), ЈОХ) СКХ), 
KZ, УМёЄ(Х"*)', F barn EP, E Үг e X°, 
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COTES AR CA) =max |z” (ш)| = шах|/ (21) (2')|。 
,J CORE X’ 上 的 线性 泛 函 ,由 引 理 11,6, 习 4,EK, 使 
E= 2 Jeo=J(22e,) 
而 Ze, EX, 所 以 EE€J(X)， 


因此 (X*)CJ(X), (X° = ЈОХ), | 
$13.10 引 理 ХАЯН, Н), ХЕХ 
扑 对 偶 空间 ，Y = (X')" 是 X 的 代数 对 偶 空间 ， 对 了 MTA + 
拓扑 H rakan su 
= {Pin РТА t€ zt "E € X), 
其 中 Dinan, ee 2Z0E (大 0)。 =Y, 


ИЛАШ Л. XXY EX, HEY HOH EER 
性 映射 。 

[证 ] Vb... EQ,YzEX， 

D... (J (z)) = max] J (2) (a) | = шах |а{(®)| , 
Кж EX, ANa p, € H ш 

Гаа) | <р), IKIN КАЕ, , 

Элу а) тахриб) = (Р.М V bn) (2), 


. ЯНЕХ БРЕ. bVbV Vb CEH, hJ 是 (X,H) 
ЊУ O EER, AEEA, HeY HOEREN 

$13.11 定理 设 C 是 局 部 凸 空间 中 的 紧 凸 子 集 ，§ 是 
X 的 拓扑 对 偶 空间 XX ЕШ ҮЕ ТЕ, НАЖИ. 

Vr EX 
Reé(2’)<sup Rez”(C) =sup Rez'(z)， 

М ЭС, Уг ЄХ”, &(а'у=а'(ш)„ 

[证 ] ШУ= (Х/)°, RJ Æ Xr=Y 的 典 则 映射 由 引 理 
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13.1037 XY, H Q ЖЫ ГС E YH Qp 
KEK, HORHE + Mith o (CX). ХУ), Hausdotff 
ИБ, ВЫ. ЛОС) ТЕСУ, HQ pA. Abhi. НИВ, Vv E 
RH | 
Reš(z')<sup Rez'(z) =вир Re’J (2)) (27) 
EC тес 
=sup Re Ј.С) (2), 
ЕЛС), h $ 3.17 的 凸 集 分 离 定 理 ， 3Y 上 的 连续 线 
性 泛 函 4 使 
Re4(£)>sup Re A(J(C)) = sup Re Acn) (13.11.1) 
但 由 引 理 13.9, 习 z’EX’ 使 4=J'(z')， 其 中 J 是 Xi> 
САИ) "е 的 典 则 映射 , 即 
A) = Ја) (6) = (07), Лар) = т(а'), 
(13.11。1) 变 形 为 
Res(z вир Ren(z’) =sup ReJ(m)(z') = вир Ке (2), 


与 假设 了 矛盾。 所 以 £C J C), В 3z€ C, = J(e), Bl 
Уг ЄХ, (0) = (J 2)) (07) =2(Z)。 
证 毕 。 
$13.12 定理 jksCR4,f:s—>g, b RD 的 连续 映射 
(-- 般 的 是 非 线性 的 ), 且 当 s 在 R° 的 某 紧 子 集 M 外 时 , g,=0， 
则 存在 唯一 的 o € D, 使 


Улєр',а)={ асада. 
[证 ] УЛЄР/,д> А‹а,) Ж RC 的 连续 映射 , 且 在 M 
外 为 0, Bib f Ae ds 存在 ,此 积分 作为 R° 上 的 Riemann 积 


分 和 Lebesque 积分 都 是 存在 的 , 且 
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Ref Ag, ds=Ref Alg, \ds<u М)ѕир Re A(g,), 
RI = EM 


MC ha (M R: М J Lebesque ij E. 又 (g,:s€ M) 
= fO M) 是 紧 集 M 的 连续 像 ， 因 而 是 刀 中 的 紧 子 集 ， 记 C 
= CoFCM 闪 即 Fa) 的 闭 凹 包 。 由 泛 函 分 析 中 的 定理 (8 3,18); 
完备 的 局 部 凸 空间 中 , 紧 集 的 闭 西 包 是 紧 集 , 故 


Ref А‹д,)4з<н\ М зир Re AG) 
=sup Re И(и(М)С), 
用 定理 13.11, 其 中 EMD = 人 4(gods,C4ED') ,是 以 上 的 
线性 泛 函 , 则 3o C u (MC, 使 
V4EDr,4(p) = (40005. 


813,13 附注 ЦЕ ЙО 4р 

HARAR ` 
p= fat ds 或 p= 人 res)as。 

从 以 上 的 证 明 中 可 看 出 ， 可 证 明 以 下 的 关于 向 电 值 函数 的 弱 
积分 的 定理 。 

定理 ik (a) X 是 拓扑 线性 空间 ,其 拓扑 对 侦 空间 X' 能 分 离 
X 的 点 ， 即 对 X 中 任意 两 个 不 同 .的 点 <、y， Fte EX’, g: 
а (01) 00 (2,) 3 

(b) u ERT: DAR Y ERARE Borel 测度 ; 

(c). f:Yk=X 是 连续 映射  。 TE 

(d) f(Y) есж, 


ШЕР p= £ f ditit LCU), а VAC X, 
ло], CAp daty) EA 


eBie 


-如 果 互 是 了 ,型 局 部 凸 空间 , 则 条 件 :C) 自然 满足 (由 $ 3.17 
是 集 分 离 定 理 ), 如 果 X 是 完备 的 局 部 凸 空间 , 则 条 件 (4) [1 ЖИЙ 
足 。 
83.14 定理 @ 如 AED’,pED, Фер, уц 
Ax (PRP) = Axg) p= (Aw) ж (13.14,1) 
© ш лєр 且 有 紧 支 集 , ED, WJ 
AxyED,y->Ax 风 是 DeD 的 连续 线性 映射 。 
© лер НЖЖ, ФСС", Р, 则 (13.14.1) 仍 成 
立 。 
[证 ] Ф М=зиррў, VsER?; % 
я,=Ў\5)т,ф, g,€ D, 
映射 sg, 是 RD Е АЯР, ЛЕМ 0, 由 定理 13.12, 
IPED, w VAGCD, 
А0) = {сада | лс а= asad 
ЖЖ A= ó,, 则 (13.14.。2) 成 为 
YLERe p(t)= ў‹з) (rod) ds 
=(ф»ф) (£), 
Hl p= (gxy)~。 : i 
代入 (13.14.2), VIED’， 
Абар )= | фс лс фаз 


= бИ зр) Сейв (СА жр) жу) 00), 


B CAw(0@%0))(0)= (CARD) жр) (0). 
上 式 中 的 几 换 成 全- 只 ,再 用 定理 13,5 @, ЖЫН, VAER, 
(Aw (фжр)) (2) = ((Ажф)жф)(1), 
Ef Aw (фкр) = Ap) жр, 


Ё фжр= рк, MERO. 
@ 由 引 理 10.7G@ н, 
supp (A * p) сѕирр И +supp ý, 
由 定理 8.2 @, 对 映射 :办 >Axy, 了 是 DeC 连续 线 tE: 
映射 ($13.6 DD),T(Dr)CDz,, ВЫТ р-р 连续 的 。 
© 由 加 及 引 理 13.4@@、 定 理 13.6@, 以 下 三 个 映射 ， 
gA (ржу) 
ф»(А+®ф)#ф 
Pr>( Ap) ж 
都 是 C™->C” 连 绪 的 ,由 @, ИПЛЕ С” 的 笛子 空间 D 上 相等 ， 
因而 在 C? 上 也 市 等 。 
$13.15 引 理 HAED BARAR, 了 ED' eeED, W. 
Aw 2Zxg0)= Ух (Ижф)@ ЄС", 
[证 ] 设 ED, 则 由 定理 13.14@， 
(Ax (2Z*o0)) y= /AY) (EP) 
ї =(2ф)# (ДА+), 
HEM 13,14@,@ 
上 式 = Sx (gx (A%0)) 
由 定理 13.140, 
Еке Ў ((Ижф) кр) = (Уж (Ижф)) жр, ` 
所 以 (Aw (Sq) жұ= (Уж (Ижф)) ж 
对 记 有 的 都 成 立 ,由 定理 13.7@ 的 唯一 性 的 论证 ,得 
Ax(SKP)= Ўж(Лжф) ? 
$13.16 定理 HASED, 且 至 少 其 中 之 一 有 紧 支 集 ， 
则 存在 唯一 的 @ED', 使 
Voc D,8wo= Ax (2 * o) ` 全 
[证 ] 由 定理 13.14@、13.6 和 13.7. 
$13.17 ЖХ W A.2 如 定理 13.16, 其 中 的 Ө ELNA 


8%. 


+*>, 即 Ax Z€D' B Vo GD, 
(«Аж У) же= Aw(2 0), 
因而 , VE 也 ， 
(Аж Ep) = (Аж 5) жф) (0) 
= (Иж (5 ж ф)) (0) 
i =A((Zx%)™ )。 
$13.18 定理 H Л, д Я 13.16, MU 
Q) AwZ=Z% A, 
© виррИ * Z —supp.4 + supp., 
[证 ] Ф 由 引 理 13.15 推出 。 
@ 不 失 一 般 性 ,可 假设 УЖУК. кери (Ax >) 
(«ф) е0, 则 由 Ф, 
AEX)“ ) 六 0。 
由 引 理 10.7 D, suppA Nsupp (I * ó) ~ )=< 9, 
由 定理 13.14 @ 中 的 证 明 
supp( У *ğ)~ = ~ supp (5 *ğ) 
C ~ (supp2 + suppë) 
= — (supp 2 — supp 9) 
=supp ф- ѕирр Z, 
#k supp.A N (supp ф- supp 2)+$ф, 
由 此 supp ф N (supp И +ѕирр 2)+ф, 
已 证 得 ，supp ф П (supp 4+supp 2) =ó=(A% Z)(@)=0, 
Ej виррр c Ё (ѕирр/ + зирр Z)> (A* Х)(ф) = 0, 
因 supp Z J: Ж E, ѕпрр/ +ѕирр > JERR, Е (suppA 
+Suppz ) 是 开 集 , 故 
RN (supp A+supp У) сж WFR, 
所 以 supp A + supp Z>—supp Ax 2 , 
$13.19 定理 如 14,323, HED, 且 其 中 至 少 两 个 有 紧 支 
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” 集 , 则 + 
(Ax EB)xI= /1¥( SI), 

[证 ] 同时 考虑 三 种 情况 ，(1) A, TI 有 紧 支 集 , 则 AR 
紧 支 集 , (2) А, ДЖ ЖШ А» X 43. (DIMER 
LR MZ x 1 有 紧 支 集 。YwED， 

«лж SE)xIT)*n=(A% X)% (lI wq) 
= A*(2w (H wo) 
=Aw((2Z* l)p) 
=A% (5#) ж, 
MA AXDI = AXLE), 

$13.20 定理 设 6=6， 

Ф УФєС”,8д®#фр=ф; 

© Ve cC", УасМ№, (Әд) x p= Рарз 

@ VAED', Yac Ni, лжР*8- D Ay 

@ VAED’,Ax6= Лу ; 

@ 如 4,3 了 ED, 至 少 其 中 之 一 有 紧 支 集 , 则 VecENe， 

DAX 5) = (РЛ) Z= Аж (РХ), 

[证 ] Ф у, | | 

(д#жф)(ж) =д(т„ў) =ф(ж—- 0) =ф(ш)„ 
© H @ 和 定理 13.5@。 
Ө YogED, н © AEM 13.5 @, 
(A% Ред) жр= Д%(Юдж®ф) 
`= Ax D:g 
=D:A%* 0 
A x ред = D'A, 
Фне жн. 
© н 和 定理 13.19, 
© DYAXE)=(A% XZy* ред 
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= A* (2 x р) 


= Aw DZ, 
HEM 13,18 @, 
D Aw Z)= D (Z ж A) 
=Z*D:A 
=D:A% >, 
$13.21 例 ER KHR H ТАШ И H IED, 
Н) = f pED, 


їө=| ø eep, 
VrED, H’(9)= -人 =@(0), 


To)= -全 mw=0， 
“所 以 Н’ =, Г = 0, 
由 定理 13.20@ 和 @， 
Ix(6'xH)=Ix(6xH’) 
=lx*w(óx%xó)= I, 
而 (Ix23)*H=(P жд) Н 
| =(0*0) *Н=0, 
所 以 Iw (ó HS (I% 0)% H, 
结合 律 不 成 立 。 


$13.22 定理 ik he D, r>0,Í h=1, VIEN, h F 
式 定义 h C€ D, 
h,(z) = j*h( jz) z€R:, 
W Ф Vo € D(9), px h,—>g H DA) ф, Ч j>, 
@ V414ED' ,4 一 4, 在 D' 中 。 
© 每 一 个 4ED4 是 C” 中 函数 序列 在 D 中 的 极限 。 
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@ 每 一 个 4ED' 是 DD 中 函数 序列 在 D' 中 的 极限 。 
[证 ] Ф VpED(9),p 可 延 拓 成 D( R°) 中 函数 ， 只 要 在 
和 外 令 g=0, 所 以 D(Q)cD(R:), 卷 积 gxhy 是 有 定义 的 。 设 
виррф= KcQ,VaCN:, 
supp( Оер * h,) csupp( ер) + supph, · 
CK + -supp c йй L, 
Ijo 34 j>jo WE LcQ, 且 工 与 了 无 关 。 
Deg# 帮 一 Dep， 在 工 上 一 致 成 立 , 当 7->eo， 
因 Delo * h;) = D°p * hi, 
所 以 p*h>p, Е DA) ф, 4 j>, 
© H o€ D, HEM 13.10 和 本 定理 的 @， 
A,...,.(@)= ((A*w h,) ж @)(0) 
= (1% (hsx%))(0) 
= АОВ жф) 7 )-+4(0),4 j>, 
所 以 在 DD H Arnh, 4 j>, 
由 @ 推 出 , 因 4xh;€EC”。 


@ улер’, ш @, 习 序 列 (J,}cC", 使 VpED,| у, р 
ат» Л(ф), 3 n>, 
因 按 C" 的 拓扑 ， Сеа, Зу, Єр, 
вир. |f.Ge)-,(z)| <1/n**', 


ШЫП 


ЭШЕН. VøcD, lim [оваа Лер). 


4 ѕиррр= К, sup [(2)| = 191, 14 n ZK, KEBO, 
ж), №20, Hn EYK, 


|... pdz- Ар) |<е/2. 
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„feo de- | вей) 


< f. Па) -lo loads 
<aout B(0,n))<e/2,3 n RIK. 
所 以 Harak, || podz- Аср) <, 
Bp As >A, # D: h, noo, 


第 三 章 F Байер 变换 
第 十 四 节 ”Fourier 变换 与 速 降 函 数 空间 S 


$141 定义 O ÆR 上 定义 测度 
т= (\/ 2m )-4xLebesque 测度 。 
@ 如 JSEZLM) ,定义 
(f * g)Xe)= f p -pgg am g), 
注意 这 里 定义 的 f x g 与 第 十 三 节 中 定义 的 相差 一 个 常数 因子 
(V3F)-a。 
© іс, HFR e CCR): 
e (æ) =explites), sE Rë; 
tez=t æ, + + tatio 
Ф # f € L'(m), 由 下 式 定义 f: RC, 
fab = [i fe-dm, tem, 
子 称 为 7 的 Fourier 变换 象 ， 简 称 Fourier 变换 。 映 射 人 : ff 
也 称 为 Fourier 变换 , 它 是 定义 在 L! (72 7 上 的 映射 。 
814.2 引 理 (O #macNE:, JJ 
Dre, = Git)°6,, 
这 里 Gte = (i "(ia)" 
@ 如 己 是 多 项 式 , 则 P(D;e,= Р(й\е,, . 
这 里 Рв) = Dor 
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= > aa 


1а1< л 
a! 
(Bm1) "(Opa)" ° 
© шле 2+) (以 后 简 记 成 或 Lim)), 26 Е, WD 
f) ^ =e-,Ë. 
'® ід IED, vwE Rs, 则 (ef ) ~ =t, f 
© 如 f/f,gEL', 则 (fxg)^=f.9。 
© mf, ze L', W [7 zam= | fôdm, 
积分 号 下 不 标 出 积分 区 域 的 均 玫 示 在 R: 上 的 积分 。 
@ 如 JEZ454>0, 且 Hz)= /(ж/А),&Є Rš, WW 
ViE Rs, Rt)= АРА), 
如 fED, 则 (D:f)^(t)= aito t) 
如 fED, 且 卫 是 多 项 式 , 则 
(P(-iD)f}~ = Pf. 
[证 ] @—@ 和 QH ER IE, @.@ 由 Fubini 定理 推 


PiD)= у) 1.Dz= „2,2 а 
ау 


(Dsf) ^ (Ё) = (реў же,)(0) 
= (f x Ре,)(0) 
= (f * (it )°ë,)(0) 
= (itf we,)(0) 
=e ft) 
© ШӨН. 
$ 14.3 定理 'Riemann-Lebesque 引 理 ) SELM., 
ФЕР 上 连续 。 


@ Hlas supl FOIL S = ff lam), 
@ fo Моо. 
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ж 如 C。 BRE ce 处 趋 于 ORR 上 连续 复 值 函 数 侈 体 组 
成 的 线性 空间 , 则 Fourier 变换 Л Ж 1-С, WEAR M Cf. 且 


映射 下 范 数 不 增 加 , 算 子 范 数 EL А 
[证 ] (@#p#,—t, W fe... rfe ÆR 上 点 点 收敛 由 


Lebesque 控制 收敛 定理 ， 
Ўто». 
@ vieRs, FDI = ле. Jian In。 
© 先 设 fED， ФР) =1+ =r ТЕЕ 
14.29114.39 5" His 
VEER, |Р?) «РӮ. NPD) ^ ||. 
<IlP(~iD)f,。 


жш, 17е NEDA o, щ фео, 


Юж, ?ЄС,, DELA, Cit CROW, 由 加 推出 要 证 的 
结论 。 

附注 ， 引 理 (i) 如 Co (2) 表示 9 中 有 紧 支 集 的 连续 西数 
空间 ; 1<р<оо, Wi Су 在 LAO RR, 


[证 ] 取 介 的 紧 子 集 序列 {K,)} 使 9= UK, B K, =й, 


设 上 EZ2O)， 令 
ww) = [®) 当 vEK,, Н [u(z)| <n, 
0 其 他 。 
别 因 xz2) 几 乎 处 处 有 限 , ц п оо, и„(ш)->и(а), а„е„; |u,(m) 
-и02]7-0,а,е., B |н„(ш)- u(z)|°<|u(z)]”, ФКК 
理 , 当 п. luna) ulg) #20, к Ve> 0, щи, 
Па, = tilg <e/2。 ` 
而 supp C K,, Н | ia| <и, 
. 91 • 


取 定 un, 由 Lusin жй, Ут>0,326С9), tr 
u((z€ Q:g(m)šeu,(m)))<m ` 


H 121<14.1<2, 
所 以 》 ` f 1zay-u,cay|'de<Cn n, 
lg- 0,1,2 труеја, | n 
只 要 取 ne/4 n, ` 4 
所 以 hu- gh,<es, 
CADE LND PRE 


引 理 (ii) уроо, РОО) LAD Й, 

[证 ] 用 39.3 例 @ 中 的 引 理 (i) ,并 用 其 中 的 记号 ， 没 4E 
LA), À 

Vz7>0， 由 前 面 的 引 理 G), JLEC), Hu- gl||, < 
1/20 

由 (9.3.1) 式 ，J/,#S-g 在 中 上 一 致 ， 当 e~>0( 这 里 的 卷 
积 按 第 九 节 中 定义 )。 所 以 , V6>0, 当 e 充分 小 J, g- g| < 
5 在 马上 一 臻 成立， | 

由 于 天 =supp&g 是 只 的 紧 子 集 , 可 取 。 充分 小 ， 使 得 supp 
J.» gcsuppg + B(0,e)C #ЖК/сО, 


f xg- glde=f Te = ага» 


=фд(К'/)<(/2)?, 
只 要 取 ó<(u(K'))"125n/2, 
所 以 Ї/,#&-— gll <n/2, 


因此 , 当 e 充分 小 时 ， 

IJ g- и|,<17, жа gli + 16-01, <n, 
而 J.* g€ D(Q),B рО), (Q) 8. 

从 以 上 的 证 明 还 可 看 出 ， 如 果 zxEZ ONLA, 可 以 取 
闻 一 序列 {gjcD(Q)， 使 lg。- ulo, g,- 01,0. ЖА 
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本 世 后 面 要 困 到 。  、 en 
м.а 定理 没 je{1,…,d} 且 fEL'， 
Фи |||! (ay ато) оо, M 27/00, ФЕН FP, эх 


Hig(z)= —¿im;f(m)a 
© 股 对 所 有 满足 la|<N у ac N:, 


[1в°11/‹в)1йжа)<, 


则 当 jal <N, Df {ЕНЕР = p, 这 里 g(z)= (isf) 
[证 ] Ф RICR HRK h+0, W Усс, 


е g) - f (z)e-,(z) | 
=h 


<I 2RD | alfo 


СОКА, ц ло, — 
fit+ he- fet) 
.hh 


N [aye tesisasdm(a) = Јаде sama) 
аала зан 
>free (odma) =f- ix fe d 
Әр; e: if (z)e-,(@2)dm(z), 
Ф 得 证 。 
© 由 @ 再 用 数学 归纳 法 证 得 。 
$14.5 定义 设 ， 


S={f EG": Vac Na, VEEN" supla Def (ш) [= Maa, 


B)<%)= {F EC: 对 所 有 的 多 项 式 P, Q, P.Q (руу: R° 
有 界 }， 
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S 称 为 在 无 穷 远 处 急速 下 降 的 无 穷 可 微 函 数 空间 ， 简 称 速 降 函 数 
空间 。 

514.6 定理 设 JES, 己 是 多 项 式 , 则 

@ FELNE Sc L), 

© P(-iD)f ES,(P(-iD)f)"= РЙ, 

@ PfeS,B (РУ) ~ = PGD), 

Ф fes. 

[证 ] © 习 常 数 M>0, 8 Vz€ R, 

Lared (1+22)/0)]<M, 

所 以 fEL'。 | 

© 由 S 的 定义 , Pt -iD)JES,， 令 JE{1…d}， 用 分 部 
BHAR, VIER’, 

|28 (Œe tdms) = iti] f ауе-'''йт(а) Я 

дт; 


Шш (Di;f)"(t)=it;ft), 
所 以 iDV =t), | 
用 数学 归纳 法 和 Fourier 变换 的 线性 性 质 , 证 得 @。 
© B /cS,Vijc(1,--,dy,3 ЕМ 
|+} (1+ (1+ el) yG) |< M, 


: ЕТ СОНИ НЕ 
故 а Мах тата, 


由 定理 14.4, 得 出 fecC', B. 

iD 过 = 和 GXM (0) = zif(a)), 
因 SES, 用 数学 归纳 法 和 Fourier 变换 的 线性 性 质 推 出 @@。 

Ф VIER, j К) = Q(— t), WRO 是 的 多 项 式 , 由 
2.9, 

P.Q(D)f=P.R(-iD)f=P.(Rf) = (Pe-iD)Rfy", 
这 里 ,由 定理 14.3@， 
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ПР . QD) FI = NP iD)R |. <1РС- Рр), 


ты Zes, a 

$14.7 引 理 }#ф(т)=ехр(—]1°/2), аен тас, 
ШЫР 

ГЕЈ У{ЄЁ, А эң 


+= ` 


fe + itje +) = [- e-em] =0, 
上 式 乘 以 e7 

[ае *e-usde+ uf? e ?~ ted = 0, 

在 d=1 的 情况 , 9(z)=e-* ,由 定理 14.6@, 得 


4 a +1000) = 0, 


Rp -p(t) +IP = 0, 


d 
df 


7 e”’de=1, 


V2 F 1E 
由 上 述 常 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 知 o) = 


SAA 
° 


这 证 明了 d= 1 НЕ. d> 的 情况 易 由 此 推出 。- 
$14.8 引 理 如 f,gES, 则 


gto) | fam= fio fgam, 
[证 ] 令 h(a)= f(e/1),1>0, 3138 14,20. 
[айат = Галат, 
199121 14.20, | 
Јес Озата) = Jee) ya ayam а), 


9(0) = 


a 95 。 


由 此 Јес? сато) = асо аата, 
Zio, 用 控制 收敛 定理 ， 
Ja) ayama = [2af odma), 
$14.9 定理 ( 反 演 公式 ), 如 JES, 则 Vz€ Ri, 
fay= (ате [ечат 
[证 ] аб) ене", WO 8 
[2 dm= [zam = 1=200;7. 


用 引 理 14.8,f00) = | am, 


ES KR r-.f, 
fa) = (т-„/)(0)= [е "am, 


由 引 理 14.2@， 
Jr(z) = Ja Jam, 
$14.10 5 Ф 对 所 有 的 / e L' f” = f", 
@ 对 所 有 的 SEL, (f xg)" = f xg, 
$14.1 定理 Q@ 对 所 有 的 JES， 
Saf osf р, 
© Fourier 变换 人 是 S 到 S 上 的 线性 的 ,一 一 的 , 映 满 的 映射 。 
© 如 fEL', 且 feL'!, 则 
(CCDS A "=f "=f 
@@ 如 fES,gES, 则 fxg€S。 
© 如 fE€S,gES, 则 (fg)"= fx, 
Parseval 公式 :如 ES,sES, 则 按 Lm) 的 内 积 (,)、 
(f,g)= (8)。 
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@ Plancherel 定理 Fourier 变换 Л 可 延 MRL 9) L° 上 
欧 等 距 线 性 同 构 映射 ,在 L? 上 Parseval 公式 仍 成 立 。 

[证 ] Ф 由 定理 14.9, Yr € К, 

fe) = J#e;am= J )"¿,dm = [е ат = f°”), 


所 以 f= 广 …。 第 二 ,第 三 等 式 由 引 理 14.10@D 推出 。 第 四 等 
式 由 已 证 得 的 等 式 推出 , 才 


图 设 SEDCS, 则 由 引 理 14.11 O 和 引 理 14.2@， 
[za am= | f adm 


= ffe “dm 
= [2 ат 


= [7а dm, 

因 上 式 对 所 有 的 gED 成 立 ， 
天 以 Jef, ae 

另外 两 等 式 由 引 理 14.10 Ф, 

@ 因 Jf,gEL!,fxgEL!,f,8EScL!, 故 由 引 理 14.2@， 

(f*g)"= fëescu:, 

H Ө, 对 a.e.t€ Rs， 
` FADDES GD) = (f0y "GQ, 


AGD eS, НИ f,z ES, 由 直接 计算 , 可 验证 f x g 连续 ， 
因而 


f*g=(fëy”es (14.11.1) 
© 由 (14.11.1)， 


fx*8= (f g", = ("U 87775 (fg), GHO) 


. 97. 


-© най, с" 
(f,&) = rada: I | 
„ерее dm) | юш) 
-| Fop [famerana amy 
= j f [ferme ama Jama 
ai = ffon ат (у) 
= (7,2). i 
@ 由 @,V/ES, 
IP= d, A=, NIS 
І о, S 在 1^ 中 稠 ,以 下 证 明 由 四 可 推出 O 。 
YFEL, Э) (f) CS, iE lfa- Slo, Bm IÊ- 
Ў 0, йл, mo, Bb {Ў„} g L h Їй 
Cauchyj¥ я), ж 3 Z e L Е Lp, faf, эщ п>оо„ EN 
ЎЫ, SENKER I 5 {/„} 的 选取 无 关 ， H fe L E 
定 。 其 余部 分 易 验证 。 
附注 G) ШУ EL*NL', 要 证 明 由 延 拓 方法 得 出 的 了 (1) = 
Jf eeadme) = HORII 
由 定理 14.3 后 面 的 附注 可 取 同 一 序列 (9) DES, llo, 
= fli>0, løn- Рон Ipa- Р.о = 0, 
ШФ.) R: Е, 
Пф – 1-0 FETIO} 


PaF) ER Eae., 
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所 以 (a.e.) == |fimeisdma), 
A. 


MGD L: 上 的 Fourier 变换 也 可 用 工 ! 的 Fourier 变换 在 
工 取 极 限 而 得 出 。 即 VSEL IMEE p| U.) 125 8 
Ufa- Лг», W Ifa- Zo, 


с DEI Rio) 5, 使 ps Та Fio, 因而 
ВА. 天 ‚2%. 
=Ma- Palat hpa- ZH, 

Gla- flh+ lf -palt Gs = Fr0 


лоо, 
MGD уле, ' 
=: рео) 当 [а] а 
а ИКЕ 


则 {fr} EL п, - ноо, If,- Îl>0, ИШ 
7(D=lim， j Feye- ач4т(а), 7 


айка 


Lim, ж L: 中 的 极限 。 


SLEY жез 


.8 15.1 БШ 设 * 是 自然 数 ，9 ерт, 7 
EZ2(9)， 且 有 紧 支 集 天 CO,7E (1 ，d)， 认 对 所 有 满足 1< 
s< WARES, DA EEO 上 局 部 L”, WERO EIR L 
函数 gu 使 VpED(9)， КУ 


| жт=с-э›'}„/рр» аваа 
(HE g= 太 , 则 (15.1.1j 对 s= 0 仍 成 立 )。 
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yp-[ 在 9 上 . (15.1,2) 
定义 F={ wa 


则 有 [ё гато <, 
[очаат <co。 
[证 ] 取 yED(9), 使 在 suppf =K E p= 1, /= fe, 
Flo= fe, + 
"P ра Y 2 
с- 09607 4 EAk, 
0 жож, 
ЖИ СЕП ЕБ 17, 且 有 紧 支 集 , 故 


СІК) NLR?) (15.1.3.) 


np: A jh е-.8,07% dm 
-ee Dr wan 
=2(") )‹- pf. fD; ce Dy'pdm (由 015.1.0) 
-a AO) p (D| De DD am 


2-0 k 
(NRN 一 b| z = #iyke- (Dy *p)dm 


2 k= 

5 SOFA эе» f; уе. «учат 
— аж. AN -1)*, 

最 后 的 和 式 避 (5 ТС pits а-а = 1 Кыт 

KO = ойт („/#-#4т= (йу fa, 


100, 


由 (15.1.2)、(15.1.3) ,PEPnZ:， GEL:NL'; h Plan- 
cherel 定理 , Ёє L, Ĝ EL, 证 得 所 求 的 结论 。 i 

$15.2 引 理 iQ E КЕТУ, f e L'(Q), B# 
ЖЖЖ КсО, Н ViE {1,…,4d}， 对 所 有 满足 1<s<r 的 整数 
s,D;A; 在 日 上 局 部 L*, mp ERE Opr- 4/2 的 整数 ， 则 
A R: 上 Cr 函数 让, FF ae., 其 中 下 由 (15.1.1) RE 

[证 ] 由 引 理 15.1， 

[IAD a+ таре ж арат) «о, (15.2.1) 

由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 和 Hoélder RER, 


G+ <2a(1+ 161) 
<201+ KD 14 Sts у" 
r= 
sadni (1+ ә)» 
ЕЕ | 


йд а+ф=<г + (idise) 
Ш (15.2.1), 
fifo PA + йт) <co > (15.2.2) 
Ж o ж Е 中 单位 球面 面积 , 即 o= 2лё%/Г (4/2), 
‚ [а+шр-ҥатә= Суј, а + вуча 


==], (1+ р)%#-%г+4-\1До<оо (15.2.3) 


< суту 2л 
H 2р- 2r + d<0, 
用 关于 积分 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 


zetarlapy ama 
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<[fi Papat мато] [fa + р-"ата)|]` i 


<оо, (H (15.2,2) 和 (15.2.3)) 
нж PCL, 且 对 所 有 满足 1a| <Р а. 
{ 11200) ldm) <o, 


f 11200) гато) <, 


由 定理 1440,8 ССР), 9 ЕСІП ЕЖЕ, 所 
以 FEL!', Н Ё EL', 用 定理 14.11@, F= ,a.e,, 引 理 得 
证 。 
$15.3 ЖЖ 引 理 15.2 的 假设 中 ,不 包含 А, 的 任 一 混合 
$15.4 定理 ( 索 波 列 夫 引 理 ) ШОН ЕЕЕ 
Ж, ЖО Ба, 且 对 所 有 的 jE {1,…,d}, 对 所 有 满足 1 
5S<7Y 的 整数 5s,D;Ay 在 从 上 局 部 上 ， 如 乡 是 满足 < p<r- 
d/2 的 整数 , 则 存在 QQ 上 C" 函数 So 使 得 在 Q ЕР= f ae 
[证 ] 设 {K,} 是 日 的 紧 子 集 序列 满足 
фік СК, сімК,сК,с.., 
HQ= ÜK 
W pa EDA) ,使 在 天 ,上 加 =1， 则 fo, € L2(Q) BARE 
ЖЕАР О, Ф Am = 如 4 ， 由 定理 9.9(Leibniz 公式 )， 对 所 
HH JMSS, 
Djinn 9 EBR 1, 
由 引 理 15.2, 存在 R: ЕС? 函数 F, 满足 
F,=fó, ÆA Ба,е,, 
因而 有 F,= f # K, kae. 
Ш т<п, ШЕ, = f =F, Жік, Ea,e,, 
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央 F, F, 是 连续 的 ， 所 以 在 int K, L, К„= Е„„ MAF 
在 名 上 函数 fo 满足 э 
VnEN Ў.в. = Ёк» 
所 以 ЛЄ С”(О)„ # Q Eae fi 7. 
$15.5 Ж 如 对 所 有 的 7E{1,…,d}， 对 所 有 的 非 负 整数 
s,D;A, 在 :人 ERR L’, WEE S ECAA) НЕ О E, JLF 
АЖР, = Р. 


第 十 六 节 速 降 函 数 空间 S 上 的 拓扑 


$16.1 定义 对 所 有 非 负 整数 N, HFA EXS EER 


Чу: 
q (f)= max sup аву (в), FES, 


‚ lal<N,IAl<y 26, 


记 = (Ма: MEN ,N ЫЯ: ЖИ}, 
HJ Q R: S Р, (S, HVERR ЛЕ [н], 简 记 作 S, 

如 (了 ,) 是 S 中 的 网 , ES, WJ 

У, Va, BEN: ,Def (z) -> а°Ё#] (ш), ziee R? 
一 致 成 立 。 

(f Æ Cauchy B= Va, b € N°, оу (2)} 对 2E R: 
在 一 致 收敛 意义 下 是 Cauchy 网 。 

$16.2 定理 (Din Š BA C 的 包含 映射 是 连续 的 。 

© S 是 Frechet 空间 。 ` 

[证 ] © ves, 对 所 有 的 非 负 整数 N , инж К 
cR:, 

p? xz(/f)<qy(/), 

© 显然 $S 可 拭 离 化 ， 因 半 范 基 @ 是 琳 数 多 个 半 范 构成 的 。 
如 {j} 是 S 中 Cauchy 序列 , H Ф, {fa} 是 С” 中 的 Cauchy 序 
列 ,由 定理 ?7.336” 是 完备 的 ， ЗСС" 使 
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Jo ECH, 
内 而 Vz € R°, VB € N°, 
Ds f ,(z)--DB f (z), 
ж 2С, уаєМ“*, YBEN', 
xDe f a (æ) РВ f (т). 
ВЛ.) S 中 的 Cauchy Ж], Va,8€ N°, N =тах(|а|, 
18D, 
sup Jz Def (2) -ws DB f, ,(z)| Sayfa /ь)->0, 


ЭЩ n,m—>oo (16.2.1) 
{2° DI f ,(z)) X z € R 32 — 5 hy Cauchy 列 ， 故 
IMa, p> 0, 对 所 有 的 2E-A， 


sup |2*027, (2) |< М(а,В) <, 
4 n>, 得 вир [ае (m) 1<Ма,В), MASES. 


Щ(16.2.1`, еў, (а) аР (0) х} Є BURE o 
上 式 对 所 有 的 а, В 都 成 立 , 故 对 所 有 的 非 负 整数 N , 
q (f,- 让 ->0， 当 MN->co， 
MA faf ЖЕ S h, 
$16.3 定理 @ 设 卫 是 完备 的 赋 不 变 距离 的 拓扑 线性 空 
HF ZR) T: XAS 是 线性 映射 ,满足 条 件 : 
Faf EX,fo>f 访 在 Rt 上 点 点 收 合意 义 下 ,Tf 
一 Tf , 则 人 是 连续 的 。 
@ аж R: 上 数值 函数 ,如 由 JES 可 推出 fgES, 则 映 
Ж} Ле fg 是 把 S 瞻 入 S 的 连续 映射 ,特别 的 , 当 & 是 多 项 式 或 8 
ES 时 ,以 上 结论 成 立 。 
@ W a € N°, 则 微分 映射 DS 是 把 S 映 入 5S 的 连续 疾 
й; 5 : 
Ф Fourier 变换 Ai feof Em SRA S 上 的 连续 线性 映 
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射 , 旦 是 S 到 S 上 的 同 胚 。 
© E DRA 5 的 包含 映射 是 连续 的 。， КС 
@ 如 fES, Уає№*, уве“, 
lim xDe f(s) = 0。 


Пежо 


Ф в765%6р,0<в<і, В“ 的 单位 球 上 乡 = 1， 对 所 
有 的 正 实数 s, ZXY ED, H pe) =%(sz),e € R°, Ml. 
Vac №“, YEN‘, VrEN’, 
lim z*D8f (2) D1- %,(z2)) = 0, Ж R: 一 致 成 立 。 


D # S +. 
[证 ] @ 用 闭 图 象 定理 ( $ 2.13) 即 可 推出 。 
2.9 由 @ 推 出 。 | 
Ф #/„,/Є$, BÆ S h frf 14 n>, WJ 
Г. ЕВ 上 点 点 收敛 。 (16.3.1) 
且 对 所 有 非 负 整数 入 ， 
SUP qx (f) <. 


由 此 , 习 正 数 M ,使 得 Vn€ A ,Vz€ Ва, 


M { 
РЕЛЕ) (16.3.2) 


由 (16.3.1)、(16.3.2) 各 控制 收敛 定理 ,ViE BR:， 
ШЕТ; = | f.e- dm>ffe- dm= fit) 
H ©, Fourier Ж A : SS 连续 。 { 
由 定理 14.11@, A Ж SS 上 的 一 一 对 应 。 由 定理 14.11 
@,Fourier жер AAA， 也 是 连续 的 ,所 以 人 是 同 


Ж, 
© h OHH. H RHE- 3 T E К,АЙ (ЇН 等 映 
8р: 1:055 在 Dx 上 的 限制 fips 是 把 Dz 映 入 "5 的 包含 映射 ， 
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对 所 有 的 非 负 整数 N , бр = + 
VeeD=,g (0) # ` max up, ба) 


' lai<N.!8 <N 


< max S 


所以 了 1p.tDzt>S 连续 。 由 定理 8.20 ,推出 T: D =S 连续 。 
由 假设 , 习 正 数 M, 使 VzE 尽 2。， 
аа): Def (ш)| <M, 
即 得 lim зелу (в) = 0。 


Ф x |®]<1/5, #,Gz) = 1, Ж 
supJz° Def (z)*D'(1- ф,02))1 


= sup [z°D#f(z)+*D'(1- %,(z2))], 


l1z1121/s 


如 p=0,， 上 式 < sup, 1z*Def(z)1， 
пузо, < sup, аву (а) «та, 0], 


由 图 即 推出 要 求 的 结果 。 

轿 设 JeS, 如 加 中 取 风 并 定义 办 。 由 回 , 再 用 Leibniz 公 
R, Va € N4,V86€N:, 

lim oeDeLf (2) - ф,02))1=0 E R° 上 一 致 成 立 。 


M 5 中 , fyf "i 5->0, 
H ft. ED, тЫ D # SpA 
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$171 引 理 МАЖЕ ҖЕ, НИ ER: 
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3N, t Vec D, AI <No) ，， ат.) 
WA 是 有 有 限 阶 的 广义 函数 。 ` 
ё] 设 [а], 18128, X a Re ti — RTR VYpEDr， 
VER’, : % 
шеру) | <suply Isupl Data і, 


所 以 4,09) <тпах suply by, (9), 


vek 


RAROS max варі, АЕК, меер, 


Й М‹ө›)<ММ (К), к(Ф)ь 

所 其 -A 是 广义 函数 , 且 阶 数 去 NN。 

$17.2 定义 满足 (17.1.1) 的 广义 函数 4 称 为 缓 增产 义 
函数 。 . р М 

$173 定理 @ айн ги 唯一 地 下 拓 成 S 上 的 
жаан, н 5 ЕЖЕ ШИЙШЕ D ERIAM N 
函数 。 这 样 , S 瞎 续 线性 泛 函 的 全 钴 组 成 的 线性 空间 S' 与 组 增 
广义 函数 的 全 体 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ， 且 是 线性 同 构 ， 所 以 S/ 
TRAD, MS! 可 看 作 D' 中 所 有 缓 增 广义 函数 所 组 成 的 线性 
子 空 间 。 

-图 任 一 пахана A 是 缓 增 的 , 即 Ees. 

@ H u Æ Ё EE Borel 测度 ， ia 数 k>0, 4k 


„+ f а+ S 09А 
则 映射 ль [74а 5 Баа, А, й аан. 
@ Ë i<p<o,z ЊЕ" ЕЗШЩ, НАЖ t>, 有 


B= S 


"do<co, 
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MAH >| Fe 是 S ERREZE, А, 是 组 增 广义 函数 。 
© 如 8EL',(1<p<o%) 或 是 被 某 多 项 式 已 所 控制 的 可 


测 函 数 , 即 181<1P1,a.e., 则 fef fe E S ж RREZE, 


4, 是 组 增 广义 函数 。 
[证 ] @ 如 AES’, 则 由 S 的 拓扑 的 定义 ， 
INEN, уөє$,|А(ф)|<Мау(ф), 
因而 上 式 对 所 有 的 pED 也 成 立 ,所 以 Ao 是 缓 增 广义 函数 。 
ШЖ А 是 缓 增 广义 函数 , 则 满足 (17.1.1), 由 定理 16.3@， 
DE S 中 稠 , A 可 以 唯一 жеше S Бан, ш YE 
S, HED, ESF pf, + 
40%) – А(ф„)|<Мау(ф„- Pn) >0, 4n, M=, 


所 以 lim (Фа) 存在 ,定义 AC) =lim 4(@.), A(f) 是 被 /唯一 


确定 的 ,与 逼近 序列 {p} 的 选取 无 关 。 对 不 等 式 ， 
14‹ф„)|</ау(ф„), no, 
IA(/)1<Nqs(), 
所 以 VfES,(17,1.1) 的 不 等 式 仍 成 立 。 因 此 4ES'。 
以 上 已 证 明了 5 与 缓 增 广 义 函 数 全 体 之 间 存 在 着 线性 同 构 ，、 
ScD’, 
© HEM 10.80, FEC 上 连续 线性 泛 函 >, 使 号 = 
Aik A= (了 ls)1o, 由 定理 16.2@, 包 含 映 射 D: S>C> 连续 ， 所 
以 3lsES' ,因此 4 是 缓 增 广义 函数 。 
© У/Є$, VrER:, · 
аа +119 <(d+1q, (f), 


` | и ац 
所 以 |[/4|<‹а+1› СР) Јн р 
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因此 >| / da E S ERREZA. 
Ф ië 1/r+1/6= 1.8 N>k AE 
dz 
A= orpo <=; 
因而 VfeS,VecRe， _ 
1/()(1 $ [ж]|®)®|' = MORES le" + 5112) -Dr 
<[(d+1)gw(f)]r- hy ПЕ 


所 以 лса + аә аА + а, 


[лаа + арна да+ касә. 


H Holder 不 等 式 ， 
|| fa ar|<Jiretar 


prl _ 
<| [f(z)(1+ |а )*| | (1+ oly dz 


<Ar B”, 
иш fo [уаде sS жй, 


Ө 由 @ 推 出 。 

$17.4 5ш 设 gEL', 则 

Ф 4, 是 缓 增 的 。 

© 9 局 部 可 积 。 . 

Ө 47=A,° A € S, 

[证 ] Ф 由 定理 17.3 @ 推出 。 

© 由 定理 14.3@, 引 在 Кё 上 连续 ,所 以 局 部 可 积 。 
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© 设 f€5, 由 引 理 14.2@, 因 f EL', 
а= | 9f do= |оўав= л. 


而 由 定理 16.3@,Fourier 变换 Л 是 IS 的 连续 线性 映射 、 
所 以 A € S, | 

如 果 do， 4; EIH АР = or dm, 4; = {ду ат, 
仍 成 立 。 

$17.5 引 理 i oC L:,MI 

Ф 1, 是 缓 增 的 。 

Ф 9er:, 

© A1=A,° NES. 

[证 ] O 由 定理 17.3 @ 推出 。 

© H $ 14.11 Ф 的 Plancherel 定理 推出 。 

@ 设 fE5,hE5S, 由 引 理 14.2@， 


22 
H S # 22 中 稠 ,上 且 Fourier 变换 ALL? 连续 , 故 
[у= faf. 
$17.6 定义 设 4E3', 由 下 式 定义 S 上 的 线性 泛 函 企 
20-а, yesS， 
由 定理 16.3@ ,映射 = 5-5 连续 的 ， 所 以 个 ES'。 
А 称 为 缓 增 广义 函数 A 的 Fourier 变换 。Fourier 变换 入 是 S 
Sr 的 线性 映射 。 
M3 17.4,17.5, W EL RIEL, W A,= A;, BIL: 
R L° h 5838 g 的 Fourier 变换 9, 作 为 广义 函数 ,与 广义 函数 Л, 
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的 Fourier 变换 Л, 是 一 致 的 。 这 样 Fourier 变换 已 延 拓 到 了 Sr 
Es ` 
对 线性 空间 57, ИПМ Miho, S), ША] S 中 任 
ARR E= {f1,… fs}, 定义 
如 (=max |401, АЄ$', 


W br = Prg E S 上 的 半 范 。 
令 也 = { 加 :FE 为 S 中 的 有 限 集 }， 
MJ Р 57 上 的 半 范 基 , 由 半 范 基 已 可 生成 局 部 凸 空间 (57, 
Н‹Р)), 1:99 ж Ж#0(5/,5), 

817.7 定理 

Ф 如 AES’，g 如 定理 16.3@@， 即 使 映射 ffe 是 5-5 
连续 的 ,特别 的 可 设 g 是 多 项 式 或 8SES, 则 gAES', 且 乘 子 映射 
Ака А Ж 51-57 的 连续 线性 映射 。 | 

© 如 4ES'a 是 4 重 整 数 , 则 DAES’， 且 微分 映射 和 > 
D'A 51-5 的 连续 线性 映射。 

© Fourier 变换 入 是 SeS 的 连续 线性 映射 。 

@ 对 所 有 的 4ES' ,重复 四 次 Fourier 变换 ,4 = A, 故 
Fourier 变换 人 是 S 到 S 土 的 一 一 对 应 , НЕ ФЕН] МУ ЯШЕН 

© 如 4ES 己 是 多 项 式 , 则 。 

(CP(-iD)4 = РА, (PA)*=P(iD)A, 

[证 ] @ 由 定理 16.3 @。 

© 由 定理 16.3 @@。 

@ 由 定理 16.3 Ф. 

Ф 由 定理 14.11 Ф. 

© 只 需 考虑 Pa) san i Vf € S, 

Pi- 4) Ау) = ((- iDy:A (Í) = сару af) 

(由 定理 14.6 @) 
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= AUPA) = ÂP) = (PAP) 


PA (Pe- iD)A = РА, 
类 似 的 PAV = PA= APP) 
(由 定理 14.6 @) 
= AUP- iD) AP- iD) f) 
=(PGD) 45), 
所 以 (PA = P(iD)A。 


817.8 定义 如 4ES', 由 下 式 定义 全 ES': 


Дл), JES。 
817.9 定理 ( 反 演 定理 ) 对 所 有 的 14€S’, A= AY 
=A =A. 
[证 ] 由 定理 14.11 © 推出 。 
$17.10 Ж 设 了 是 由 下 式 给 出 的 缓 增 广义 函数 : 


1)=|/4т, yes。 


WIK SES, 
10) = |f ату) 70), 


Bf)=6,(f)=f(0) = {fam=1(7), 


所 以 f=6,, =L. 
由 定理 17.7@, 如 卫 是 多 项 式 , 则 
(Pi - iD)ô,)^ = P= РІ, 
(PD = Р(ір)?= Р(ір)д,, 
这 样 , 由 定理 11.7, AED (Q) 是 多 项 式 Ap 的 Fourier 变换 
<4 = 0 3È supp 4 = {0}, 
817.11 引 理 
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Ф 映射 VPS 是 连续 的 。 
© 如 2ER' ,平移 映射 +,: SoS 是 连续 的 。 
[证 ] 由 定理 16.3 @ 推出 。 
$17.12 定义 如 4ES' JES， ATRAER kue ss 
函数 Ax f: 4 i 
(AXINDA) ЄВ. 
mz R, ACS ,定义 rz4 如 下 : 
пе, Р = А.Р, РЄ. 
由 引 理 17.1l,r;4ES'。 
8 17,13 引 理 g jc, d) ,对 所 有 的 非 零 的 实数 有 ， 
EN ph ECR? рез, 
00) = — 


= 1 4 


+í, tER (17.13.1) 


WAAR ES, 在 S 中 ，lim yg = 0e- 
[证 ] УС“, 1,09 1<lhtltsil’, 
|D (D| = 1-2 lht], 
22, УРЄВ“, 
Р = [те | А, 
这 样 , VaEN’, VBEN’, YgES, 
lim tD, le) = 0; 对 tER" йш. 


由 Leibniz 公式 ， уаєМ“*,увєМ*, Vges, 
lim 1080,2) 0) =0， XF £C R: KRN a 
所 以 在 S H, lim pag = 0。 


§17.14 定理 
Ф орно s BD 
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а, 


-县 也 ES, 则 Л,„#/ = f. 


这 里 右边 的 卷 积 按 通 常 的 积分 米 定义 。 如 A 定义 为 


аут fag am, cg yt) = fece- yif dmy), 


@ ze R: AES, f ESI 
t Ax f)= (z, AX f = Aw (т, Р), 
© m 48%, JES, 则 AxfEC”， 且 对 所 有 的 d 重 整 数 


D(Ax¥f)= (DsA)% f = Aw (De f), 
@ 如 AES’,, 则 映射 工 : SAR f R SRA С" 的 连续 


线性 映射 , 且 满 足 ， 


Ve€ER',rL=Lr, (17.14.1) 
© in L:S>CRè) 是 满足 (17。 14.1) 的 连续 线性 映射 , 则 存 


在 唯一 的 ACS 使 得 


VJES，ZF= Ажу," 
© 设 4E3', 则 存在 整数 人 >>0, 使 得 VES， Vz Re, 
ж Р) (2)| SkA + eD) o 
@ 如 4ES',f ES, 则 Au. EAM X Ж. 
14657, 则 映射 Au.5 是 把 S 映 入 S’ 的 连续 映 


如 /ES， 则 映射 gtr>f 了 x*& 是 把 S 映 入 S 的 连续 线性 映 


图 如 4ES' ,JES,gsES,， 则 
дк (жд) = (Ак f)xwg= (Aw g)x* f, 
@ 如 4ES’,fES, 则 
入 ,= ЇХ, ИНЕ (4x/) = Â. ERSA A H F 


式 定义 ，As(9)= [ez am, wpES 或 D。 
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O ШАЄ$',/Є$, +- без 
Ду = (FAY ааа x f =+ ya)" А 
[证 ] @ 如 引 理 13.4。 w. E: 
© 31813 13,5Ф. _ 
@ pic (1,--—,dy н /є5, Аи жх 
p,CS ШТ: 7 
Da ваг + Df, 
HIM 14.2@,(z,f) = e-f» aam, 6@, (P(— iD) f)” 
=P, i 
p= фаў, Wa WATI. D. В 
”由 引 理 17.13 和 定理 14.6 @, FES, 5%, 6-0, М 
hh->0。 
由 定理 16.3 ©, f f Æ S->S 上 的 同 胚 ,所 以 
在 S 中 ,p>0, 当 有 ->0。 
用 引 理 17.11, 可 如 定理 13.5 © 那样 证 得 结果 。 
© 如 定理 13.6 Ò 和 定理 13.7 O, 
© 如 定理 13.7 ®©. 


© 取 偶数 V, 使 VES, 


lAIN max _ вир |у°Р#@(у)| (7.14.2) 
<N,1pI<N y 


R SES В, 174,2 к = т, Z, M: 


жо) |= 14G,f)| 
<N max sup llyll'” Пу (к-у) | 


ial<N,IB<IN v€ R' 


<N max Suple- ell DAL o 


læ <N, Bi <N z 
而 læ- z||<llzl| + lai< + 110) (1 + а) 
<21 + ||z||2)12(1 + zl 
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所 以 Ax fa) EN2 E+ lela? 
x max sup (1+ llz|J2)2A] Ds f (z)| , 
18 <N sERI ç 


3z € Ra , ë 
sup (1 + zl] DEA (2) = (1 + |z 922] DEA) cza) | 
Ё < (d +1)” max sup |2087 (2)|, 
lai<N z€ RS 
取 k=N 2v(d+1)5/ ,WJ 
Ax Р) са) <А + llel ас f), 
@ 由 @ 和 定理 17.3 @ 推出 。 
BSa fog ES, BESH, fafo н @, 
VER, (Ax fa) (a) (Až f)(z), 
所 以 (Аж*/„)(ж)* @()->(А ® Р) (а) 6800), (17.14.3) 
取 @ 中 存在 的 上 , 因 在 S 中 ,f,~>f， 
M=sup „С /„)< оо, 
由 @, Vee Ri, Vn€ Ж, 
ТА ж 7) (е) 6602) |< МА + ||?) | (ж) | 
因 &ES， 由 控制 收敛 定理 和 (17.14.3)， 


fassfog>far fg, 


因 对 所 有 的 SEES, 上 式 成 立 , 故 证 得 
Ам Ал ESY 中 ， 
所 以 映射 к> A. 是 S->S' 连续 的 。 

HOMO, № 34-7 x g R: 5-С" 连续 的 。 由 定理 
14.11@，f #8ES， 故 上 述 映 射 把 S 映 入 S。 由 定理 16,.3Q@, 推 
出 它 是 St>S 连续 的 。 

© H OOO 和 引 理 17.11， 以 下 定义 的 SxS 上 的 两 个 双 
线性 泛 函 

СОЕ» Лу. (g), 
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(f,g)==A((f x g)”) 
ЕЕЕ. da y,z C Dz :由 定理 13.14@， 
- Аш) = | (Аж бте ажр) 
=(A*(f*g))X0)=4((/*g)”), 
B DES 中 稠 , 故 对 所 有 的 /.z CS, 
Л) = АС EDO (17.14.4) 
Aier EXA Aier (P) = [аж рат, pES AANER 


按 定义 14.1 回 。) 
BJ CAESIO EAA ыо; 
把 g 换 成 +-,g, 得 
(Аж) к= Tan 
ш Л = д + /, 
(Awg)% f = TPN 
@ 设 SES, 则 
Ам, = A. (ü) = А0877) 
由 (17.14。4)， ERAUS ži), 
H3 14,109, ERAS жд = АЖ 0) 


由 引 理 14.11 D， ERSA 0), 

由 定理 14.11@， 上 式 =4((fg)") = 人 (fg)= РС). 
所 以 4... = Ê i 

其 中 Аш) = {аж 0° дйт, gs, 


(以 上 证 明 中 两 函数 的 卷 积 按 定义 14.1 Ө) 

© 设 gES; 由 定理 14.11 @， 
15.700) = 4$ь.7(4 
由 (17.14,4), 上 式 = (fxg)*)= a тулт y, 
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由 引 理 14.10 Ф, Е = А0 жа77)7), 
HIM 14.200, ERAUS 7) АС), 
由 定理 14,11 @, ЕзҖ = А(/@) = SNA = (2) (e), 

所 以 4з.у= AV o 


第 十 八 节 ”Paley-Wiener 定理 
. $18.1 .定义 设 z2EC*, 定 义 ec: РАС 如 下 : 
е,(2) =eXxp(izs)， ЄЙ, 


其 中 ze = zmt e H Zitao 
如 /EL'(m) 且 有 紧 支 集 ,定义 了 了: Ci>C 如 下 : 


F= f e-f dm= fe- J (ш) ат(х), 


了 称 为 У BJ Fourier-Laplace 变换 ,映射 fi> f 也 称 为 Fourier- 


Laplace 变换 。 
显然 Finet, 
记 rB= (z€ Rs : ||z|| <), 


Imz=(Im z, Im 24), |= (Jz, 2+ e [еа |2), 

llim | =[ (Im z,)2 + --- + (Im z 32712, 

$ 18.2 Paley-Wiener 定理 

Ф теє, Ре), Шр (2) 是 整 函数 ， 日 对 任意 非 负 整 数 
МйїгєСї, 
ger Imz! 


© N/2 N/2 
lo (2)| <2*%(d+1) max Po тау zD ° 


CLE 1, = [чањ 


@ 如 wED.a(RRz), 则 存在 常数 rori RF o, 而 不 依 
CF ,使 得 对 所 有 的 非 负 整数 N 和 zECa， 
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eriiImz N 
Па ° 
`@ © Hf ЖС“ LERRO HFE nz，…， 使 得 对 所 有 的 非 
负 整 数 N mz €C, 


IDI Srs 


1 ф(2)|<7 


grimel 


a+ ijz”? 


WEE PED, (RY fep HEC Eo 


[证 ] Ф VrErB, 
le-y2)| = [ета | = etmez gelmenizi ттм 


+ 如 定理 14.4 @ 的 证 Й, 是 整 画 数 。 如 定理 14.6 @ 的 论 
证 ， 
| Рер.е-‚,4т= izp (2), 
(其 中 (zz) = (йк) (za )92) 
Эте ol = | [bs dm ко (18.2.1) 
如 (15.2。 2) 式 的 证 明 ， i 
аархах + я! (1 +: Гал» 小 
由 (18.2.1)， 


«1+ арф Со) а пәк д, + Ре], + 
+1} ет!!1=!", 


š үө... Ж j IDe erliImell 
所 以 1 (dl<2 d+ 1 max |D oh 和 ET。 
@ ШОН, фл = 2960 + 1)" тах| ер], 。 
@ 记 &= Ja 对 所 有 的 非 负 整数 N Ж тє Ёз, 

а= la- le its: zg EL 
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DpZ) ,由 定理 14.4@， 


gEC*(R’) (18.2.2) 
设 2ECs 且 z=z+iy, 这 里 2z,y ER', 则 Vi € R, 
ав, КУРИ КИП 
12:7 (2) |<е Tz T+ [24 s 


(以 上 2i= 13+ Йу) 
故 对 所 有 的 ; € {lod} ,tiy, ER fW Bisto 27-19 Zis" y 
z CC, 
f ейн), -1905 十 igo Zi "2 )dar 
; (18.2,3) 
存在 。 
把 Cauchy 积分 定理 用 到 围 道 : 


==; + iy; 
fe fa ›2)4г;= 0, 


Er 


At ы,» ; 
еер dalaf" en radue 


Ао; 同 理 j e f(z)dzi>0, 34 А->оо, 


A+iy' ; 
” “s 5 м 
所 以 [е >” fdz = |” @ r If (21y 0 
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国 此 (18.2.3) 式 中 的 积分 与 4 无 关 。 由 此 УРСА“, Vy C R°. 
Í f eilr ivb f (B+ iy) ата) =Í. e*t f (z)dm(a), 


以 上 的 积分 与 y 无关 。 这 样 , WEER’, Vu C В, 
olt) = fez dm= feg dm= | ero f(s+iy) dm(z) 
АМ 418.2.4) 
К N Ë dm(z) 
ФЕ(18,2,4) 09,5 у= 11, л>0, 
pit) = f {euf 1А1)дэл(®), 


етуил 


所 以 ledO1<| eaii yy "ттр Тари 2") 


= dma) Тоше Д 
„|е 


如 2227, 4 4-> + оо, (2) = 0, 这 样 由 (18.2.2)， 
ФЄР, (Р), 
因 &,( 8)" =pGL', 由 定理 14.11@， 
8 =2777а,е,, M=) а,е,, 

所 以 £8=9 aeo 
Е 由 于 g 和 都 是 连续 的 ， KER 上, g=9， 因 fla = 
gjns=B， 而 f，9 都 是 整 函数 , 故 在 Ce E, /= 9。 

$18.3 定理 设 4 是 Ri 上 广义 函数 ， 且 有 紧 支 集 ， 由 
定理 10.8 @@， 存 在 唯一 的 连续 延 拓 , 把 4 延 拓 成 C~(R*) 上 的 连 
续 线性 泛 函 。 因 而 对 所 有 的 z€ Rt,g(z)= A(e-,) 有 定义 。 由 定 
10.10, HR YED, ik A=94 WA 

Ф а= А +ў, 
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`@ айтти. ео 
© VfES; 4(f) = (лейт, Ж 


+ 


сю py 
га). Ф #2, 
х g(m)= A(e-,)= (0A)(e-,) = A(e-,ó)> 
由 定理 14.11 @， 上 式 = A(e-,0" 2), 
由 引 理 14.2, ERSA = 40,009, 
由 定义 17.12, =A $ )(z)， 
所 以 а=йЙ+ў„ 
@ 由 定理 17.14 @ 推出 。 
© 4= (yA4) ,由 定理 17.14 四 ， 
(01) = Aà. = A, (H @) 
所 以 â= А, 
818, 4 定义 BAIR ELER, EE, WER 
18.3 所 述 , Vz € Cs, Ло) = 4(e_。 > 有 定义 ， 函数 卫 : СС 
HI LAZ A hy Fourier- Laplace 变换 ， ПОЕТ, 
ше, Вж, = 7. 
518,5 Paley-Wiener-Schwartz 定理 
@ RAER 上 广义 函数 ， 有 支 集 CrB， 则 也 是 整 函数 ， 
且 存 在 正常 数 0, 非 负 整 数 N ,使 VzEC*， 
IAW KA + fjerene 
© # f: Се ТЕБИ: нж, 22>0,9 整数 М>0, 
VzEC:， А 
ADI SOA + |121) ет таги, 
WEER 上 广义 函数 4, 其 支 集 CrB, 使 得 f= 人 A。 
[证 ] Ф ië z€C4, aN, jE{1,…，4d}， 由 下 式 定 义 
wi:Rir>C, 
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ока) = = йи, ER’, 
Bh RAE RBK, 5 #0, Vz& Re, 
«еее 5) а) nE iE) He ә. Die., a 


ERDF (5 


ə a ще 
= (D: pze: )ә = (Оше (шу, 
Z; ЕЯ Е] 了 


ола “зар, h: | Ре 
хи pss 2" ау 
Я 
kt _ Es [чи Юе. рее. „рше -aa 


当 h->0， 在 RR „алекс. È: 
.在 В“ ЕА, НОЕ З ACR фу 
Ж: | 


Коз 


ас Б 
所 以 “ La ЕСТЕ 
. А 
щ h>0, a аА a 
МИ се А уа? АЯ 
即 аа. 4 o >w; Táta; EE ea и 


яц Лав, я, t ba e 
此 公 趟 关 做 于 定理 14.4 @, 
由 定理 10.8 四 ,存在 正 数 M, йлн N ARE 了 33aupp， 
Л, voc D, 
AG) Мр, (в) = Mmak вар, Dial, 


R g€ CR), kwa. os | 


кй, 


1183. 


< 1 在 (- co ль, 
т zsf 7 在 [2,coj 上 。 
VzE Ce 定义 加 EC-(Ra) 如 下 ; 
\ ym) gel- |z], z€ R, 
W yp EDR), B . Ev 
如 zEsuppy， 则 "zl<r+2/llzll 因 而 


|e-,(z) ls еї: е1 gem Kravat 


Я erriimelf 
由 此 推出 | ` 
| Же: 92] <М max sup. 人 


<b F IlDxerimmsny 
也 土 最 后 一 个 不 等 式 是 用 Leibniz 公式 计算 得 出 ,5 是 与 + 有关 与 
z 无关 的 常数 。 
SHM, RE (z€ R: : |а < 1А) E,%,=,supp v, 
Ə—(r+1/||z|DBƏrBƏsupp 4, 513 10. 79, УгєС*, 
| А‹е-,ф,) = = (W, A)(e-,) = A(e-,) = Ло), 
所 以 LAIKOA + [zl ertme, 
о 由 假设 ， Уге В, f(E) |<bG + Дарв 17, 3, 
Локо RAW XAR. ° i 
令 4= (Aaa) (13.5.1) 
则 4ES', 以 下 证 明 4 有 紧 支 集 。 ` 
DAER Ее D.C RO СВ 表示 闭 单位 球 ) [лат]. уе 
20 HAFREN hC D, u Ra), . 
; В) = e" ¿h(z/e), Єв, 


15181 14,20, V cC R, 
= Seo) 


且 因 久 ES， Ж, ERRA (18.5.2) 
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由 定理 18,2 @ 存在 osis "° 使 对 所 有 的 非 负 整数 M m 
z€ Ca, 
glima 


Iñ, КЮ! тту аук, 


2 
аста 


所 以 IDR: АТРИ НЕГЕ 
由 定理 18,? @ ,存在 pe Biyik R К s: 
pf ЕС "Ey т а8в,5,3, 


8 ЄП, 且 suppy ПВ $ (018.5.4) 
由 (18.5.1),(18.5.2)， к Ë 


k. 
коо, уат 
=й, 7% ФУ `4т, 


aj 


.+0 


由 (18.5.3) 
= ша], p, (9) “dm, ` 

由 引 理 14.2 @ 和 定理 14. и, › 
上 式 = imf Фат, 


Й ѕиррд,с(7+а) В, еж, (18.5.4). с. 
ары ЕР $, 


所 以 7 фр 

因此 р, ' алаа 
上 式 对 所 有 满足 (18.5.4) 的 WED 均 成 立 ， 

所 以 supp 4crB, 


所 以 4 有 紧 支 集 ， 由 定义 18.4, 它 的 Fo:rier~Laplace 变换 
有 定义 ， 


Ñz) = Aten) 
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m jaz, Bi уоту = Ае. НАТР 18.3 @} 
和 =4=4d › 
Tü H 18.5.1), 
Â = Aena) = Ан, 817. sR) 
所 以 З= Flies a.e,, 
491 和 上/ 了 都 是 整 函数 ,所 以 和 = JEC k, 
. 328.6 5138 RARR 上 有 有 紧 支 集 的 广义 函数 ， 
Фф mt R< k Z= 0, i 则 .4= 0¢ е 
` @ ik a Ë d ж, Vz € Ó“, 
(C iDPANE-) = LAGo 
@ iz PÈ Ск EZAR W 
(Pez iD) Ay" = РА, 
[证 ] O 由 定义 18.4 和 定理 18.3 @, 2 = 21... WJ 
有 = 4,= 0, 由 定理 17.7 @， 
ASAS Wo 
© ((—¿D>sA)(e-,) = (—1)!!(— 1)'е!4(Рее..,) 
= (ИС 1г2)°е-,) =291(е.,) 
© vzEC', 
‹Р(– iData (іб = РОЛЕ О 
2р уд у= (Р bu, 


所 以 (Р‹- 40) А)-= РА, ¿= 


nosiga лсе р 
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S ASE r Е ТИЕ" 
第 四 章 ” 对 微分 方程 的 应 
第 十 九 节 基本 解 存在 定 通 


ажр LERA P ku увя, 
Р(а)= 5 > X 1, 29.214, 
z= aaa ЄЎ, 
w T? = {w= (ш, 2 s t € C, 
jwi] = = |wal tl}s. CT 


Тер о рй о = Ceh, pette) Ен 0 0.68, 
о 是 Т. Наа, е. Lebesque 测度 除 以 (2 п), 
яи оТ) = le ч 
$19.1 Sim Е 
@ i P С р, НЕ СЕВЕ 7, 
FO, Bar dos < iT dots : 
© REFE а, |а|. М№ scare M PEN KEKR), U 
i el 


11776 jaje 


@ 在 @ 的 假设 下 ,如 
> ‘eaw’ 


A=- 
J, па» 
则 对 所 有 的 整 函数 уе, Vz€eC4,Vr>0, 


оцта [Pn то) |до). 


—— 
doè(w) 
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D 在 @@ 的 假设 下 ,如 了 是 C: 上 整 函数 ,在 C4 上 Ру = 0, 18 
在 C* 上 f=0。 
, [证] Ф 对 所 有 的 шЄЄ*, тж C 上 的 多 项 式 : 


ө. = 5С Ewa- 16 C, 
如 141=1, 即 4ET ,好 ，. 
Ice: D caT -x| 


BE Zear aus 


70 la 


waan) | | 
2 -=x l 
; ` =IP(2)1, 
由 Cauchy 积分 公式 ， 
л è p F к 
ПОКОЕ СУГАТ 
=Í. ТОРУ) 0А) |404), 
即 Ift | н \<]|. 1 (Pf}(wh) ldo'(N), 
Pi w ÆT! 上 积分 ,用 Fubini 定理 ， 
з lo, E с„ш°|до сш) 
<} ао [(Р/з(шю5)|4о4 (ш), 
Ti Ta А 
因 当 АЄТ', | А 
f. PPD Idos сю) = | 1PH dorws 
f do'(À)= 1, | ü 
ті 
яи оц, бон (Рао. 
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@ Í | Z css денш). 


lajley КЕ, 
f (Be BE astan 
= ор -N с, и) 


5] сей а: ае 
Е Ma РЕТ f. T ee | et e" hh 


ne> tedo dO, --d8a = 2, ни 


ц: |А 5 > воа, 

‚ @ ж, 加 用 变量 替换 推出 > Т 

`@ пожн. ү 

$10.2 定理 R P 2 O: 上 非 平凡 多 项 EEREN 
R) BR Z R° LARERE LEN, с. 

Ф mite R 上 有 紧 支 集 的 广 УГЕ -IDyA= 
>, С“ EERS ҖЕ Pf a Җ, 

@ 如 存在 C: җый S WE РУ = z, WFR R 上 
有 紧 支 集 的 广义 函数 4 满足 P(-iD) AE, 且 有 supp AC 
Co supp У(зирр #0106). · 7 ; 

[证 ] © 由 引 理 18.6 @， 

PA= ‹Р‹-ір) А) = S: 

由 定理 las @, PERES TE 

Ò 设 多 项 式 РК У, ШЕЯ 19.1 @ 中 ， REX 
А, VzECs， 


оа ,Scarw la — ‘19,2.1) 


R r>0 B rBƏsupp ,由 定理 18。 sO; вжи b, 非 负 
жк М, 
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IED Koa + Парчета i. 
代入 (19.2.1) 式 ， єс 


|/‹ә1<А|,, Bb(1+ ернепн доси) 
«ај, DC + ljal + По четтет „егш! До (toy 
<4| a+. + |грле\'ч=те E доч си) 


< Ае" И + VIa + zler nma 
由 定理 18.5 OFE R EPEK A, 使 得 


supp4CrB ` (19,2,2> 
B УС, az) = fa), 
所 此 pA 


由 引 理 18.6@, (Р-р) М)" = РХ sZ, 
HIE 18.60, P- 40) A= Z, 
用 与 引 理 19.1 @ 相 类 似 的 论证 ;可 证 得 的 唯一 —#, 
“Ж ЄЁФ,Ң süupp YC B(e,r) ЖЖ ih 
1 Р(- 10) (т-,А)ёт.,Х, 
supp(r-,2Z)=supó 5- -#ЕВ@,. 
且 有 (P(-iD)(r-;Ay)7= (z-,25-, 
所 以 Pir Л)" (Р(- Dr, AY" = (т-„®)^„ 
Ф SiE -4s 则 Л, Ж Сі жй. &r-,2Z =, WP 
Pf, 233D, 是 有 紧 支 集 的 广义 函数 ; B Ера Zo r- 4 
= A 满足 


Чч? 


Рктёр)А, = 2А, : 
且 是 满足 此 式 的 唯一 一 的 Cs Q s ER. 内 此 由 ШД 
已 证 明 的 (19.2.2)， т 
- Suppr-,A=supp A,Cr+B, 


ЭЕ 
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р виррИ-тс=Й(о,”); > С 
Жш pp AC B(z;r), 
щщ supp Ac n (B(z,r) : B(z,r)5supp Ху 


= Со(вирр 2), 
证 毕 。 
$19.3 38 ; 
Ф 对 所 有 的 正 实数 s, ур е D, (Ri), Vz €C, 


eslllmali 


[a | <2*(d+ De max Delh tT. 


© 对 所 有 的 正 数 7，s лов а, 存在 正常 娄 e, 使 
Vy ED,a(R'), 
ff [WG + rw) |dosGo)dm(D<c max |D] 
© RP, N, A 3и] 19.1 ORM PEDRI, PGD)o= 
外,; 则 对 所 有 的 Cin í 


7 + || Rura 140*(и)йт(і) 


[证 ] O 直接 由 定理 18.2 DEIB, N =2 d, 
@ HORR AX 1 


е!!! +) 
| odma 
га С ， 
«енча (ахтару Ta roja dm) 


же dm(t) 
шу i 


+ — 1 — mü 
е. а+ ii- ry d >“ ] 


<оо, 


131, 


@ 用 引 理 14.2 @@: 推 广 到 复数 的 情况 ， 
Pig) -= (P (-iD) py = 0р)", 
因此 ,由 引 理 18,1, УС“, Yr>0, 


[0200271 <f f, отож rwdot(w)e 


由 定理 14.9， 
lpo = |] pam | <fi p dm= {сат 


<j. (,. {C8) ~ F720) 1do(w)dm(t) 
= кы -f Í. 1) "G+ ru)|dotGe)dm(0) 


Í, Í. (Pd +rw[dotwydmty, 


819.4 定义 广义 函数 4ED'(R') , 称 为 常 系数 线性 偏 微 
分 算 子 a 个 基本 解 ,如 果 4 满足 方程 
© P(D)A=ð ! 
$ 19.5 基本 解 存在 定理 (Malgrange- Ehrenpreis) 存在 
阶 数 过 2 d 的 广义 函数 A EDRO W EHRE : 
Р(-ір)Л= д, 
即 任 一 常 系数 线性 偏 微分 算 子 存在 基本 解 4。 此 外 ， 对 所 有 的 乡 
EDR?) ,r>0,4í 
ао [бато јачати) а,в 
тах ЁЗ 
[证 ] 5 Е= (РОР) :pED}cD, 由 引 理 19.3 @, 映射 
© 2: 0= РСР)фьФ(о). 
是 有 定义 的 ;也 (V) 由 EE 唯一 确定 , 不 依赖 于 Ф ИПА, > М 
定义 在 五 上 的 线性 泛 函 。 且 VyEE， ` 
«132, 


| 194 +rwjdotwjämt) =H). 

上 式 右 端 是 召 上 的 半 范 y 击 'Hahn-Banach 定理 ;存在 D 上 
REZE 4 满足 (19.5.1)*-4js= 2, HIM 19.3 ©, 4 R: ү. 
广义 函数 ,除数 <2 dki, Voc D, 

$%(ф) =ф(0) = Х(Р(ір)) = Л(Р(ір)ф) 
=(P(-iD)A)(9), 

所 以 a P(-iD)A= ó, 

$19.6 Ж 

Ф 定理 19.5 中 的 基本 解 4 不 可 能 有 紧 支 集 。 如 4 有 * x 
集 , 由 定理 19.2 @，, 存 在 C: 上 整 函 数 f, 使 Pf=6,=1。 用 引 
理 19.1@， 


[ZO |< Е 


А А 
I<- |, Ido =, 


Ф r>, f(2)=0,Pf=0,4hFA. 
© i Z E R: 上 有 紧 支 集 的 广义 钞 数 ,4 是 定理 19.5 给 出 
HEKE. ФП= Ax 2, W дей 13.20 @, 
Р(-ір)П = 0-00) 


=ó *X =; 
ШЖ REL КОЗЕ 
 P(-iD)II= > - 
34 > е 如 S RARAN БИЕ] 
数 ， 则 偏 微分 方程 ЕЗУ 3. 
| > 40уи= f 


有 广义 函数 解 。 
© 如 14ED',pEDD, 则 
A. = A*A ED, 
H ` Ax9EC™, 
133, 


B m p ED, WREE SCC”, it 
‘Pi-iD)f =o, 
即 以 土方 各 有 无 穷 座 可 微 的 普通 机 数 解 (古典 解 )F。. ， 
要 9g=- 直 | oB A CS MEERES, E 
„+ P(-iD)A=0,。 
[证 ] 取 1= (4), 则 1ES'， 
(Р; -1р)А)` = РА" = PA,= 1, 
(PC-iD) = (T = дез 
ВР РКА, ' 
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由 定理 18.5 OHH, 各 4E D жй, , 则 存在 常数 b， 非 负 
整数 N п R: 上 C” 673 
: : VIQR, Гау + [ар 
нава 18.309, hs Aze 
ЖП s<- N- d/a, W 


[ey t'a + Мата efas DG + lol :dm 


«аја + |z tdms) <20, 


由 此 导出 以 下 的 定义 : f 
820.1 定义 ikseR,EX REDES HMF: 
H:= {465 : 3R: 上 可 测 应 数 了 使 得 


еса + рат) <°, Ңң 2= лу}, 


由 于 了 被 4 所 确定 (aue.), 记 
f = FA,CE жк Fourier 变换 )， 


{34+ 


д-н. ЖЕЕ, >T б Т 
A=(A 07 7 77 (20.1.13 

H: 按 以 下 定义 的 范 数 Ааа 

lal, [firno vino |” дєн) 


成 为 Banach 空间 。- 了 

由 定义 17,5 和 Plancherel 定理 ， pps ДЕ 

` g>á, .: 
Ж L 8) H° EBJ ЕН ТЕН] КЧ 由 这 定义 前 的 说 明 ,如 4EZ' 有 
紧 支 集 ; 则 有 非 负 整数 NN， 对 所 有 满足 5s<-N-d/2 的 s，4E 
H, 
”显然 ,如 t<s， 则 HCH, НӘ ҖЕ Г. НУН 是 连续 

的 。 

$20.2 定义 ЩН "= Н, 五 ”是 线性 空间 ， 定义 
五 ”的 拓扑 为 子 空间 族 (H: SER) 的 归纳 限 局 部 凸 拓扑 。 这 
H Banach 空间 万: 上 的 半 范 基 即 {2| ||, (лє ЖС}, ЖН) 
为 局 部 凸 空 间 。 

显然 ,(C”)'CH-“CS’。 

设 线性 算 子 T : H-H- ~,tER, 如 果 对 所 有 的 s€ R, 1 T 
Ен 连续 地 映 入 H:-: Т И z, 

定义 W, : RiR 如 下 : 
Ж, (2) = (1+ 1212)“ лаве. 

520.3 ”定理 

@ 如 stE 慌 ,由 下 式 定义 映射 工 :五 н, 

ТО)= 24 B щ ЕУ = И,ЕЎ, 
ШТ H: 到 了 五 ~ 上 的 等 距 线 性 间 构 。、 

由 工 的 定义 ,了 的 表达 式 是 : 

ТОА) = (Awra) AEH, 
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因此 映射 荆 有 阶 数 t, 而 它 的 逆 映 射 也 存在 ,有 阶 数 一 1。 

， 图 如 bEL~(Rs), 则 由 下 式 定义 7 
Ть(А) = Х НЩ ЕЎ=ЪЕЛ, 

T, Æ H-H- 的 映射 ,有 阶 数 0。 
@ 如 cENe, 则 ре H-H- 的 映射 ,有 阶 数 lal, 
Ф 如 JES, 则 映射 hhH>J4 H- TH- H o MRA, 
[证 ] Ф ViéH', 


ав = [I Fay |a + аат) оо, 
Атар. = SIWE + alida) 


= fı A + ара) (FA) (æ) [201 + 1118) -dm wm) 


= А 
‚ @ Т„(4)= (Аьк)`7,(Ть(4))^ = Arras 


улен, (пава) саа + ]ely'amaey<e, 


ҮП Jia) PA) а) a + аата) оо, 
所 以 Aom€ES’, E ITAD <S NNA 
ИЕТ, Ж НЕН, ЖЮК. 


@ FEDR P H P(a) =z°,z€ Ra, 
НАЯ 17.7 @, VAES, 
(DA) = (Da p £, 
РЈ ТАЄ, 
(DA) = (0) PAm = (i) Apr 


fi (Р. ЕА) Cey] + 118) 8-а) 
Р) о) а + аата) <o, 
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所 以 DE H'a, B HDA- <l 
因此 D° 是 HH 连续 的 ,所 以 De 有 阶 数 cl 。 | 
@ 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , Vç € Ж, Vye ЮЙ, 

fie +12 dell + [у < 2de? + у), 

所 以 Ae 
1+ 12+ 12201 + 112201 +y] 2: (20.8.1) 

把 < 换 成 z+y, 把 y 换 成 -y, 得 ! ч 

1+ [ш®<2(1 + 12+ 12761 + [у%), 


Bp Н 
G(1+|z+g|9 70201 + laia + ППР) (20.3.2) 

由 (20.3.1) 和 (20.3.2 3 es +1, ` ', 
«1+ Пау) 201 + lella + фу) (20.3.3) 


所 以 VsER,VYz,yER'i, 有 

A+ lle |2) <21:1( 01022) ASAE ^+ (203A 
此 即 是 Peetre 不 等 式 。 

E se R, HÆ [> s| +4/2, WACH, Vz€ Rs, 


Аж) (а) Is 人 freaee- Dİl a 1атсу) 
= поса ууа + Юра + lyllD4mo), 
由 :Cauchy -Schwarz 不 等 式 
LFA fos) се" 
x Q+ yl ат cy) [Ifaa + Авео) 


ASES, fifa + ly) dmty) = Ао, ~ 


АЖ Т f. k УСЕ, ` 
,#137 + 


RZEZI «аас и 
fm АЛИКЕ, 
<4|[ [увазе w+ jaa + ly са) Jamy 


= afff EDW + е 1001 + iyl "атса? Jamiy). 
由 Peetre 不 等 式 (20.3.4)， | 
fi (FAx Рә са) 11+ [ш|)*йт(а) 


<2 A ffi СЕА) (а) |1 + lela + yl !-‹йт(ж)йту), 


现在 j (+ 18) су) <o, 


` 


所 以 存在 常数 ,依赖 于 S SH t t 
[од ж саа + атса) 


<BÍ] (FAX) | 0 + ||z|2)'dm(e) 
=BIAl;<o, 

由 (20.1.1),( 下 面 把 玉 简 记 成 了 ) 
Arr) EH’ (20.3.5) 


由 (20.1.1) 及 定理 15.14@， 
jx P= An P= Fax f, 
由 定理 17.14@， 
Fay = A.r Ariero 
(20.8.5) A= (SA = (Arr) € H°, 
РАЕВА, 
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这 证 明了 了 映射 А f 4 是 HH Жав, B J: HeH- 


的 0 阶 映射 。 
$20.4 引 理 B Q Н“ Шш AEDA), 


SCR, WU FH (а), (5) 等 价 。 + 
(a) vz€ Q, 33+f# Уса, 37EH:, 使 vEW, 且 
gED(R') ,supp 09 WSI(g) = 4(pjo)。 
(以 上 性 质 称 为 * 在 W 上 T= А”) 
Фф) Voc D(Q) HFR ` 
ф-» Л(ф(ф|о)), PEDIR’), 
定义 的 е 上 广义 通 数 ( 记 成 %4) 是 在 H 中 的 。 
[证 ] (a)=>(b) #96190), ië K =supp cQ, Vre 
K, KRR И, 1 П,ЄН", 
z€W,cCQ, HEW, ЕП, = A, 
H K 的 紧 性 ,存在 zi 7, EK, 使 
KEW, UUW,,, 
油 单位 分 解 定理 的 系 8:6, 取 91,…,gp, EDA), ii 
supp CW, 1<i<n НЕ KUFRE 六 pi= 1。 


12:9, = pp, EDO), Ш 
supp#,CW, , H > +=， 


% ЖОЕ, 
定义 f p= # Q, 
WEDIR, pla = 9, B. + 

suppo,CW.,, 
HER, VEDRÀ), 


(PA) = Ор [о)) = 2) Alola) 
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Ap 7 ЗА Ота 
- 因 PR pm SW,, L 
上 式 = zr, “o= È (l). С 


这 样 i #22 Деп 
由 假设 П, ЄНЇ, 由 定理 20; se, a 
AG H, 
ЕЕ У (а)= (р), 
(j> (а) 26а, 取 开 集 W， # W w, BHEz€WcWc0, 
取 #E DO W Epal, 2 зр. 
i TI = pA, Š i Sai 


H) MEH. m 9 € DR), Bsupp oC-VW , WJ 
0.12) =Ф12Є2‹9), 


所 以 А19) = Я), 
即 Лор) = Аја): mg 
证 毕 。 


820.5 定义 ров Вет + K, s€R , BAE 
D'(8), 如 4 满足 引 理 20.4 (а) (Б), ПИК А АННУ, 

$20.6 3lm А С 

Ф AEDA), PEDA), jE {1,…,d}， 则 按 引 理 20.4 
бошан, CET 
Р.А) = а) A+ ÈD A), < 

@ Re DO) 是 局 部 L HE PEDO), WEE В“, 上 有 
紧 支 集 的 L: 函数 G 使 得 . ar 

ET i TN 

[证 ] Ф 把 定理 9。 9 的 论证 稍 作 推广 即 得 。 У 
© 存在 日 上 局 部 L 83 g 使得 # ` эз 


+ 149s, 


则 对 所 有 的 o ЄР( Ев), 
(WAND) =R pla) = | zy: (plo)dim 


= Í zwoam, 


定义 G 如 下 
је EAEE, 
eran 
W på = Ac. . А 
$20.7 定理 iQ E Врт, 200), J 
非 负 整数 , 则 以 下 的 (a)、(B)、(c) 等 价 ， 
(а) 4 是 局 部 H: t, 
(6) 如 1al 壹 s, 则 D4 是 口上 局 部 的 。 
(с) VieE (sd ,VrE{0,1,…,s)，D;4 是 在 口上 局 部 
Le 
ET Са) Dsi le|<s, 取 口 的 紧 子 集 序列 {K,} 使 满足 
Фі Кү, Vn,K,Cint Kass B Q= ОК, 


жр. EDO), ЕК, ЕФ, =1. 

(这 和 定理 15.4 中 的 构造 相同 ) 

W H, =p AED (Ra), 
由 假设 也, E Н, ОН ДЕ 20.3 @, 

DsIT,€E Н: CH= 12, 
ЖЖ. g. € LCR) ë 
š: ` 1 РП, = A; EDR), 

设 pED(Q), 且 supp pCint K,。 把 p 延 拓 到 Ri， 此 延 拓 

记 咸 p, 使 在 日 外 p=0, 则 
(DAN p) = (~ 1 Dep) = (– tiG Рр) "` 
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== DFA D p> la) 
= (= 1)" (9,4) Бф) а (D°, )@@) `: 


= AK9) = ет 
= J z.odm i (20.7.1) 


即 在 int K, E, D'A = И. 
由 此 容易 推出 ,如 %<m, 则 ; 
n= En а,е, Eint K, Es 
因而 存在 器 上 可 测 函 数 8, 使 Vne N, 
: а= в, a.e, #int КЕ 
W4E— pe D:Q; n й supp оссїг# K., WH (20.7.1), 


(DA)(p:= [тойт = е Ейт, 


жр =4,60 (0), RA EEEN ERR L Ho XE U T 
(а =>:0), 

(ос). 

(с2= (а) 设 WED(Q), 要 证 AE H*。 因 4 是 在 从 土 局 部 
工 的 ,由 引 理 20,6 回 ,存在 GEL:(R"); 且 有 紧 支 集 , 满 足 

GAV = Âa = Aro, ЕС M Q) (20.7.2) 

(参看 定义 17.6) $ ЖЕ 
这 里 GEL:(R') ‚ (20.7.8) 

HJE, d}, 由 引 理 29.6 和 Teibniz 公式 式 , FEGE 
(Re) 有 紧 支 集 ,满足 2 зу 

Di) = Ао, a t 
R: 上 和 多项式 Р) = (Иә Р, (20.7.2) 和 定理 
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47; 
2, ВР" = А) ~ A = Аға, » 


所 以 Р@-=6,` aè. 
кою IOO Pt lama, оо, 
EED 1 
fI as l+ pta odma <, 
如 (15.2.2) 的 证 明 ,可 推导 出 
[еса dmo <: 


(20.7.2), 
HAE Hs:,. 
因此 式 对 所 有 的 "єрх, 4 是 局 部 HH: 的 故 证 得 (с)=> 


(а), ф. 


第 二 十 一 他 解 的 正则 性 定理 ` 


жтт, 0 R. 中 非 空 开 集 。 设 N EEKE HRM, A 
所 有 满足 lal <N 的 4 EER a, fa ECA), НЕЕ а, 使 
la| = №, fa 0. 
定义 线性 偏 微分 算 圣 工 :D'(9)H>D'(Q) 如 下 : 
L(A)= трлр, AEDA), 
XH NEDA), o 
$211 定义 і, 如 满足 以 下 条 件 ;” 
ове 


此 条 件 等 价 于 ;VzE Q, 3C,G0)>0 # 
» 148 > 


„22,7006 >С,(ш)[|у* (21.1.1) 


$21.2 引 理 8 ,9Єр(0),іа 
О{ф=1}={®Є Q:0(z) =1), 
芳 int 0{ф = 1} 二 suppy， 
PIEH І) Нех, 
则 有 í 
Ф X DfEE, 
@ EOD SaDo EHe, 


© 如 工 是 椭圆 的 ， 且 对 所 有 满足 lal = Ма Жа, 
J 在 人 上 是 常数 , 则 gH € H: , 
[证 ] 
Ф 对 所 有 满足 lal < 入 的 a, 记 
i Pa= fap EDA), 
Pa Ж Pa EMA R EE Q УУФ p. = 0, 则 因 
supp va Csupp yp Cint Q{fy=1}, 
对 所 有 满足 la] <N йа, |, 
fopD"I = gD°I = psD°(yI11), 
НЕЙ УПСН:, Вя 20.39.0, 
р" p. Ds(g1TI) € Н*-®+\„ 
由 引 理 20.4 @, А 
D OCD f ФРеП pL EHI», 
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所 以 EOD f pDII € Hu, 


LI 
© 由 引 理 20.6 Фя Leibniz 公式 ， 
0-р) 


= = у! И а а a-pe 
= POD ftoD I+ DG)D" DD 


+0144», 


这 里 8<а 表示 В<е Ң Ва, АГ А 
у 对 所 有 满足 SNT zi 的 : ARREN Dur итий, 
在 peEZ(2) 满 足 - 


7 sipp mcsupp p, 
H p OD So DoM) 


= B, OD SoD + DD рюп, 


ШЕ 


应 用 在 @ 中 用 过 的 论证 ， 对 所 有 请 足 161<N - r 的 В, 
pa DPI € H:- AI < -ole 
由 人 @@ 可 推出 @。 к 
© 由 下 式 定义 REN 次 多 项 式 P : 4С, 
Po) = 2, „еу“ ‚ УСЕ“, i 
P IRAT 民 的 特征 多 项 式 ,重新 把 @ 写 成 
Pe- iD C Hert с (21.2.1) 
定义 线性 算 子 Tr H-H- HFR | 
ЕСТЬ) = РЕА, AEH” 
B Ta(1) = (Apr), Â= Ars 
则 Akip(- nein = СРС) I)" = Р(рПу" 
= Pe Arem = Лькут» , 
ЖЫ . o РОР iD) col) ) = РЕП) я ЕТЬСФП)),.` 
这 样 由 (21.2.1) 得 
ТП) ЄН А (21,2,2) 
ЖХ а; Еос 由 下 式 : 
кыс А зу) = Py) /Ng ©. 3 
因 它 是 零 次 齐 次 的 , 即 Yr 二 >8,at7y)= =A) R асу}е0, Та 
. 召 改 {0} 上 有 上 界 和 正 的 下 界 。 : :全 
定义 线性 算 子 Ta HT НЕА. 
FTAA) = aR hy i AEH R, с е: 


< t45 є 


Ly 


Вр А Т.А) = (Лара) ‚3З = Ar» š 
HE20. 0, ИТТ, Вои. шә нна 
оО p= 0, HIRU ФП CH: ня 20.3 Ф, 

ФН oG yes, 

因 N>1,T,(oIT) EH' cH, 
H (21,2,245 
(T+Tp) gM EHn» (21,2.3) 

由 (21.1。1)， 习 数 co>0, 使 

IPiy)|>collyll*, 


故 Vyce RN (0), 
l(at+ Р) су) | = (1 + yll lay) >A + yl*) 
>A + [уй (21.2.4) 
Дир су = casmin(2!-z2,1)2>20; ` 
也 有 l(a+ Pyy) Ki + 11209, cs>0。 


易 见 To+ TP= Тар 
Е(Тү,+6)(4)) = (а+Р)ЕА, АЄН-", 


ap o Тарб) = (Aerm), Â= Ar 
УАЄН", 


енн = сач PEDE a Hele атса) 


<a {кра + г dme) 
= 4141,. 
ЖЩ Turp 是 把 H A Нех 的 连续 线性 映射 
了 (sp 是 一 一 的 ,如 Tu, (A) = 0, 则 
СТ р)(4)) = Atera = 0› 
(а+Р)ЕАзоз a,e,, 
(21,2,4),ЕА=0, а,е,,. 
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所 以 4=0.  ... К 
UFEN Т, еН) = Н", ЧИ 
7 yeH, j= Am, 


[еер «1+ [д|)#-5йтцау<б,. 


(FA)(z i \ 1 
7155905 а бта) 
< fi (F4)(G)|*(1 + ТЕТ. <; 
所 以 š Ж Arijas € S, ' 
令 Х = Аден) Ш = РС 
KASEH”, . 
Техни) = (еруден) = Aa)” 
=(4)^ =À, aA тоё vt A 
所 以 ТиН) = = У, 


因此 (Тару): HH- FE, БЕНЕН, н 
Вагасћ 2 тд, GE HeH" нии, ш 
它 有 阶 数 - N ,而 且 A 
f ; (Тару) на, * 
由 (21.2。 2). ИЕ 
ФП = (Te, n)" Te +TƏGQID € Re, 
821.3 定理 HAHAI Z уын, HAR Ela] = 
N Ма, fat Q LÆRK IED Q, не 
JM ПП ЖАЗ Н» : . 
[证 ] oe DO, KREDE 
; vint Qip =1}ссвиррф, z : 
ЫП €D RO Bg 38, 由 定义 2041, TETERE 使 得 、 
.和 у 


6147. 


LE JET ATIE 6р9), të p= Ln 且 p 1 
int О{фь„= 1}>supp 9,Əint 02{ф,=1} 
' >: ноба =1)ƏSupp ó 
由 引 理 21.2 @, 8: ` : 
int 09-1) озар wl ЄН», 
且 工 (17) 是 局 部 H+- {б}, Ц А 
peH”, ， 
ЖАНА 21:20, : ЕНА 
int Q{p, =1)Əsupp%, YM EHHS+-4, ta 
且 忆 (万 ) 是 局 部 H 的 ,所 以 
. \ элтейе -ry t 


int 2{фу: it Pr- Тенек, 
H LOTT) А Не, Br bl E 
П =H e Hs, | 
HF ve D(D) 的 任意 性 ， 所 以 П 是 局 部 Н+ 的 。 | 
`.$21,4`ЗЕ рч |al=N н}, fa 不 是 常数 ,定理 21.3 的 结 
论 仍 成 立 ,但 其 证 明 更 复杂 。 
821.5 定理 设 工 如 定理 21.3, f €C=>(Q), HLHI) = 
Ar WEE ECA), WE П = Л, LDE f. ` 
[证 ] 由 定理 21.3\ 定 理 20.7 和 系 15.5。_ 
кышы 对 椭圆 的 线性 偏 微分 方程 
І‹П)= Ar ` G 
MHR ССО) „у СЕТЬ, ТЇ EEA u Ë$ 
的 。 
821.6 R ЖП=Ё# ‚шжан. 3,B (П) = д, 则 存 
# g€ C=c(ReN (0i RIN (0) E, H = /1,。 
[证 ] W9, = В (0), VEDK), 


„348. 


oL) = д, = 0, 

Je DxRiyCD(9Q)5, YsER, pL I) СН", ІСП) 
局 部 H: BJ, Br bi П RAE Q, 上 的 广义 函数 是 局 部 HY 的 。 

由 定理 20.7, Va, DIT а Оф ББ L: 的， 由 系 15.5， 
习 gEC~RAN{0)), 使 在 RN{0} 上 , П= Л, 

$21.7 Ro Bdr AHEDO С <: 

БЕП , DA +®П=@ ч} nr (21.7.12 
则 存在 аєс=‹а), 满足 本 = 4。 即 每 一 全 纯 的 广义 函 效 是 全 纯 
函数 ( 搓 中 (21.7.4 多 广 义 函 数 称 为 全 纯 的 广义 函数 )。 


LEJ LD 
所 以 特征 多 项 式 P(y)=iy,-y,， 
当 (rid w0 Rh Pigen, 所 以 工 是 椭 役 的 。 由 定理 21.5, 
4 LOI) =0 R}, 3gEC™(9) 满 足 17= 4, 0 Э, BR 
уи, о, ; 


А ‚д ЕИ 
说 [и{(ш,®,) + {0(2,)]+1 àz, LUCO) + (2124) 


=0, 

| ди дф an ди 
所 以 аду mn’. m ы T 
we > РЕ ‚а=®+ї2,, R А 


则 :gz) = д(ш,®,) = UCE Ti) іо.) ж Q ея. 
(21。7。1) 相 当 于 Cauchy-Riemann 方程 。 
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